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1 INTRODUCTION
1.1 Abstract
This is the “geometric-orbifold” version of [Ca01/04]. We define the bime-
romorphic category of geometric orbifolds. These interpolate between (com-
pact Ka¨hler) manifolds and such manifolds with logarithmic structure, and
may be considered as “virtual” ramified covers of the underlying manifold.
These geometric orbifolds are here considered as fully geometric objects, and
thus come naturally equipped with the usual invariants of varieties : mor-
phisms and bimeromorphic maps, differential forms, fundamental groups and
universal covers, Kobayashi pseudometric, fields of definition and rational
points. The general expectation is that their geometry is qualitatively the
same as that of manifolds with similar invariants. The most elementary of
such geometric properties are established here, by direct adaptation of the
arguments of [Ca01].
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The motivation is that the natural frame for the theory of bimeromorphic
classification of compact Ka¨hler (and complex projective) manifolds without
orbifold structure unavoidably seems to be the category of geometric orbi-
folds, as shown here (and in [Ca01] for manifolds) by the fonctorial two-step
decomposition of arbitray manifolds : first by the “core” fibration with fibres
special and orbifold base of general type. Then special orbifolds are canoni-
cally (but conditionally) decomposed in towers of orbifolds with fibres having
either κ+ = −∞ or κ = 0. An orbifold is special if it does not map “stably”
onto a (positive-dimensional) orbifold of general type, while having κ+ = −∞
means that it maps only onto orbifolds having κ = −∞, and is expected to
mean rationally connected in the orbifold category. In a slightly different
context, and for seemingly different reasons, the Log minimal model pro-
gram, also considers “pairs” because most proofs naturally work, inductively
on the dimension, only after the adjunction of a “boundary”.
Moreover, fibrations enjoy in the bimeromorphic category of geometric
orbifolds extension (or “additivity”) properties not satisfied in the category
of varieties without orbifold structure, permitting to express invariants of the
total space as the extension (or “sum”) of those of the generic fibre and of
the base. For example, the natural sequence of fundamental groups always
becomes exact in the orbifold category. Also the total space of a fibration
is special if so are the generic orbifold fibre and the orbifold base. In fact,
geometric orbifolds were initially introduced precisely to remedy this last lack
of “additivity”.
This makes this category of geometric orbifolds suitable to lift properties
from orbifolds having either κ+ = −∞ or κ = 0 to those which are special.
And even leads to expect that specialness is the exact geometric characteri-
sation of some important properties (such as potential density or vanishing
of the Kobayashi pseudometric).
There are still many open basic problems reated to the bimeromorphic
equivalence in this orbifold category which need to be studied (such as its
extension to the log-canonical case).
1.2 Introduction
L’objectif du texte est en priorite´ de de´finir et d’e´tablir les proprie´te´s de
base de nouveaux objets (les “orbifoldes ge´ome´triques”) qui semblent eˆtre
essentiels pour la compre´hension de la structure birationnelle des varie´te´s
projectives ou Ka¨hle´riennes compactes, et en donnent une vue synthe´tique
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globale tre`s simple. Les de´monstrations donne´es reposent cependant sur les
techniques usuelles de la ge´ome´trie alge´brique/analytique. De nombreuses
questions ou conjectures a` leur sujet sont e´galement formule´es.
Le pre´sent texte est la suite de [Ca01/04]. Dans ce texte e´tait introduite
la notion de base orbifolde (Y |∆(f)) d’une fibration f : X → Y , avec X com-
pacte Ka¨hler, cette base orbifolde e´tant vue comme un reveˆtement ramifie´
“virtuel” de Y e´liminant virtuellement les fibres multiples en codimension 1
de f . Ces fibres multiples forment l’obstruction principale a` exprimer les in-
variants ge´ome´triques fondamentaux de X comme extension (ou “somme”)
de ceux de la fibre ge´ne´rique Xy, et de la base Y de f . On y avait in-
troduit, de plus, une nouvelle classe de varie´te´s, dites spe´ciales. Ce sont,
par de´finition, celles n’ayant pas de fibration sur une base orbifolde de type
ge´ne´ral. Un X arbitraire y e´tait scinde´, a` l’aide d’une unique fibration fonc-
torielle (son “coeur”), en ses parties antithe´tiques : spe´ciale (les fibres) et de
type ge´ne´ral (la base orbifolde). On y avait de´compose´1 fonctoriellement toute
varie´te´ spe´ciale en tours de fibrations a` fibres orbifoldes ayant soit κ+ = −∞
(version conjecturale de la connexite´ rationnelle), soit κ = 0. La ge´ome´trie
spe´ciale apparaissant ainsi comme la combinaison au sens orbifolde de ces
deux ge´ome´tries classiques.
Cette de´composition (et aussi la the´orie des mode`les minimaux ou` l’ad-
jonction d’un “bord” joue un roˆle crucial dans les de´monstrations, base´es sur
une re´currence sur la dimension) semble indiquer que le cadre naturel de la
the´orie de la classification des varie´te´s (projectives complexes ou Ka¨hle´riennes
compactes) est la cate´gorie bime´romorphe des orbifoldes ge´ome´triques. Cette
cate´gorie restant, dans une premie`re e´tape, a` de´finir.
L’objectif principal du pre´sent texte est de le faire (du moins dans le cas
“lisse”), et d’en de´velopper les proprie´te´s de base les plus simples (celles dont
la de´monstration s’adapte plus ou moins directement du cas des varie´te´s a`
celle des orbifoldes). Le point de vue adopte´ est que ces objets, qui interpolent
entre les varie´te´s sans structure orbifolde et les varie´te´s logarithmiques, sont
des objets ge´ome´triques a` part entie`re, et sont donc e´quipe´s de tous les at-
tributs des varie´te´s usuelles : morphismes, transformations bime´romorphes,
formes diffe´rentielles, groupe fondamental et reveˆtement universel, corps de
de´finition, points rationnels. Nous espe´rons de´velopper des aspects plus pro-
fonds ulte´rieurement. En particulier, seules les orbifoldes lisses sont e´tudie´es
ici. Il semble indispensable de conside´rer un cadre plus ge´ne´ral (celui des
1Conditionnellement en une version orbifolde Corbn,m de la conjecture Cn,m d’Iitaka.
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orbifoldes “klt” ou “l.c”) pour les de´veloppements ulte´rieurs.
Notons que les fibrations posse`dent bien, dans cette cate´gorie, les pro-
prie´te´s attendues d’additivite´ qui font de´faut dans celle des varie´te´s sans
structure orbifolde, et qui sont a` l’origine de leur introduction. Par exemple,
la suite des groupes fondamentaux devient exacte dans cette cate´gorie. De
meˆme, l’espace total d’une fibration a` fibres et base orbifoldes spe´ciales est
spe´ciale. Cette cate´gorie devrait ainsi permettre, par de´vissage, de “relever”
a` la “ge´ome´trie spe´ciale” certaines des proprie´te´s attendues des “ge´ome´tries
κ+ = −∞ et κ = 0”. Et meˆme de conjecturer que certaines proprie´te´s im-
portantes (densite´ potentielle et nullite´ de la pseudome´trique de Kobayashi)
caracte´risent exactement les orbifoldes spe´ciales.
Remarquons que les invariants birationnels des orbifoldes logarithmiques
lisses fournissent de nouveaux invariants pour les varie´te´s quasi-projectives
lisses.
Le contenu du texte est le suivant : le §2 introduit la cate´gorie des or-
bifoldes, les morphismes e´tant de´finis de 3 fac¸ons diffe´rentes (e´quivalentes) :
multiplicite´s (voie ge´ome´trique ; voir de´finition 2.3, qui est probablement
la contribution principale du pre´sent texte), pre´servation des faisceaux de
formes diffe´rentielles, et disques testants. Le §3 de´finit la base orbifolde
“stable” d’une fibration f : (X|∆)→ Y , et calcule la base orbifolde “stable”
d’une compose´e. Dans le §4, on e´tablit l’invariance bime´romorphe de la di-
mension de Kodaira de la base orbifolde stable d’une fibration, re´sultat uti-
lise´ constamment dans la suite. Le §5 de´finit les courbes rationnelles or-
bifoldes, et pose la question de savoir si leurs proprie´te´s sont analogues a`
celles du cas non orbifolde. On montre que c’est bien le cas lorsque l’orbi-
folde ge´ome´trique conside´re´e est un “quotient global” au sens de 5.30. La
conside´ration du champ alge´brique associe´ devrait permettre de traiter le
cas ge´ne´ral avec des arguments similaires si les multiplicite´s sont entie`res.
Le §6 contient des rappels extraits de [Ca01] sur l’additivite´ de la dimen-
sion de Kodaira dans le cadre orbifolde. C’est le re´sultat technique central
du pre´sent texte. Le §8 contient des pre´liminaires techniques sur les fibra-
tions de type ge´ne´ral, ne´cessaires pour la construction du coeur, effectue´e au
§9, apre`s un expose´ au §7 des proprie´te´s et exemples de base des orbifoldes
spe´ciales. Au §10, on de´compose (conditionnellement en Corbn,m) fonctorielle-
ment le coeur en tour de fibrations a` fibres orbifoldes ayant soit κ+ = −∞,
soit κ = 0. Ce de´vissage permet de formuler des conditions sous lesquelles
“relever” aux orbifoldes spe´ciales les proprie´te´s attendues des orbifoldes ayant
soit κ+ = −∞, soit κ = 0. Dans le §11, on de´finit et e´tudie le groupe fon-
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damental et le reveˆtement universel, et on construit la Γ-re´duction dans le
cadre orbifolde (avec morphismes au sens divisible). Dans le §12, on e´nonce
des conjectures qui e´tendent directement au cadre orbifolde celles de [Ca01],
et re´sultent, pour la plupart d’entre elles, du “rele`vement” du §10.
De nombreux proble`mes de base de la ge´ome´trie bime´romorphe dans le
contexte orbifolde restent a` e´tudier (dont l’extension au cas log-canonique).
Le projet d’e´tendre aux orbifoldes ge´ome´triques les re´sultats de [Ca01] y
e´tait de´ja` propose´. Il a e´te´ aussitoˆt aborde´ par S. Lu dans math.AG/0211029.
Une notion de morphisme orbifolde y est e´voque´e en termes de “relevant
multiplicities”. Certaines des constructions de [Ca01] sont ainsi directement
utilise´es, mais sans interpre´tation ge´ome´trique, indispensable pour les appli-
cations et de´veloppements ulte´rieurs.
Je voudrais, par ailleurs, remercier D. Greb et K. Jabbusch pour m’avoir
signale´ une erreur et des impre´cisions dans la version initiale du pre´sent texte,
ainsi que A. Levin pour une tre`s inte´ressante discussion, et des re´fe´rences
(dont [B 87]), sur les aspects hyperbolique et arithme´tique (voir le §5.12).
2 LA CATE´GORIE DES ORBIFOLDES
GE´OME´TRIQUES
2.1 Diviseurs orbifoldes
Definition 2.1 Soit X un espace analytique complexe normal (de´nombrable
a` l’infini ; X sera, de plus, suppose´ compact et connexe dans la suite de ce
texte, a` l’exception du pre´sent §2 essentiellement) . On noteW (X) l’ensemble
des diviseurs de Weil irre´ductibles de X.
Une multiplicite´ orbifolde sur X est une application m : W (X) →
(Q ∪ +∞) := Q+ telle que m(D) ≥ 1 pour tout D ∈ W (X), et telle que
m(D) = 1 pour localement presque tout D ∈ W (X) (ie : pour tout compact
K de X, m(D) = 1 pour tous les D ∈ W (X) rencontrant K, sauf un nombre
fini d’entre eux). Une telle multiplicite´ orbifolde est dite entie`re si elle prend
ses valeurs dans (N ∪+∞).
Une multiplicite´ orbifolde m sera dite finie si elle ne prend pas la valeur
+∞.
Le diviseur orbifolde associe´ est ∆ :=
∑
D∈W (X)(1 −
1
m(D)
).D. C’est
une somme localement finie de´finissant un Q-diviseur effectif sur X. (Par
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convention, 1/(+∞) := 0). On notera m∆ : W (X)→ (Q ∪+∞) la multipli-
cite´ orbifolde de´finissant ∆.
Le support de ∆, note´ supp(∆), ou ⌈∆⌉, est la re´union des D ∈ W (X)
tels que m(D) > 1.
Une orbifolde ge´ome´trique2 est un couple, note´ (X|∆), de la forme
pre´ce´dente. Une orbifolde ge´ome´trique (X|∆) sera dite finie si sa multiplicite´
m∆ est finie, et entie`re si sa multiplicite´ l’est.
On dira que (X|∆) est lisse si X est lisse et si supp(∆) est un diviseur
a` croisements normaux.
Remarque 2.2 1. Lorsque m ne prend que les valeurs 1 et +∞, le diviseur
∆ est entier, re´duit, de multiplicite´ 1. On dira que l’orbifolde ge´ome´trique
(X|∆) est ouverte, ou : logarithmique. On notera (X|D) une telle or-
bifolde ge´ome´trique. Le cas ge´ne´ral interpole donc entre les cas propre (ou`
∆ = 0) et logarithmique.
Toute varie´te´ lisse et quasi-projective U s’e´crit : U = X−D, avec (X|D)
lisse. Les proprie´te´s de U sont celles de (X|D) ne de´pendant que de X−D. Ce
sont en fait les proprie´te´s “birationnelles” de (X|D) au sens de´fini ci-dessous.
Nous construirons ainsi de nouveaux invariants des varie´te´s quasi-projectives
lisses.
On e´crira aussi ∆ =
∑
j∈J(1 −
1
mj
).Dj si J est un sous-ensemble lo-
calement fini de W (X) contenant tous les D tels que m(D) > 1, avec
mj = m(Dj), ∀j ∈ J .
2. On peut conside´rer, plus ge´neralement, des fonctions de multiplicite´ a`
valeurs re´elles dans {[1,+∞[∪{+∞}}. Les de´finitions et re´sultats ci-dessous
s’appliquent, ainsi que leurs de´monstrations, avec des modifications mineures,
a` ce cadre e´largi (susceptible d’autres applications).
3. Si ∆,∆′ sont des diviseurs orbifoldes sur X, de fonctions de multiplicite´
m,m′ respectivement, on dira que ∆ ≥ ∆′ si m ≥ m′. (Ceci signifie en effet
que (∆−∆′) est un diviseur effectif). Si ces deux orbifoldes ge´ome´triques sont
entie`res, on dira que ∆′ divise ∆ (note´ m∆′(D)|m∆′(D) divise m∆(D), ∀D ∈
W (X) (avec la convention : n divise +∞, ∀n > 0, entier).
4. On de´finit de manie`re e´vidente le produit de deux orbifoldes
ge´ome´triques. Ce produit est donc lisse (resp. entier, fini) si les facteurs
2Le terme “ge´ome´trique” provient de ce que l’on ne conserve de la structure orbifolde
que le support (un diviseur) et les multiplicite´s, mais que l’on ne se donne pas d’action
locale d’un groupe. En ce sens, une “orbifolde ge´ome´trique” peut eˆtre vue comme la trace
ge´ome´trique en codimension 1 d’une orbifolde au sens de la terminologie existante.
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le sont.
5. Si ∆,∆′ sont deux (ou meˆme une famille d’) orbifoldes ge´ome´triques
sur X on de´finit de manie`re e´vidente sup{∆,∆′} et inf{∆,∆′}.
6. D. Abramovich a introduit, dans [Abr 07], le terme de constellation
et pour son raffinement toroidal, qui lui est duˆ, celui de firmament. La
notion de “constellation” consiste en la donne´e d’un syste`me (compatible)
de diviseurs orbifoldes ge´ome´triques sur toutes les modifications propres de
X, conside´re´es simultane´ment. Nous tentons ici de conside´rer les proprie´te´s
bime´romorphes (de´finies de manie`re ade´quate) des “orbifoldes ge´ome´triques”
individuelles, sans inclure la totalite´ de la constellation associe´e dans la
donne´e initiale. La diffe´rence entre les deux notions semble cependant in-
essentielle.
D’ailleurs, dans le cas conside´re´ ici, ou` X est projective lisse et le support
de ∆ a` croisement normaux, la notion d’orbifolde ge´ome´trique est un cas
particulier de celle de “champ alge´brique” lisse de Deligne-Mumford, et le
terme est donc compatible (au niveau des objets, sinon des morphismes de´finis
ci-dessous) avec les terminologies ante´rieures.
L’ expression “orbifolde ge´ome´trique” sera parfois abre´ge´e en “orbifolde”
dans la suite. On parlera ainsi de “morphismes orbifoldes, fibre ou base or-
bifolde” d’une fibration. Ceci ne devrait pas cre´er de confusion avec la ter-
minologie ante´rieure, puisque les “orbifoldes” de´ja` existantes ne sont jamais
conside´re´es dans le pre´sent texte.
2.2 Invariants : dimension canonique, groupe fonda-
mental, points entiers.
Le principe que nous voudrions illustrer dans le texte qui suit est le
suivant :
1. Les orbifoldes ge´ome´triques (lisses) sont des objets ge´ome´triques a` part
entie`re, au meˆme titre que les varie´te´s complexes (projectives ou compactes) :
on peut leur attribuer en particulier les invariants ge´ome´riques de´finis ci-
dessous, ainsi que des notions de morphismes et d’e´quivalence bime´romorphe.
2. Leurs proprie´te´s ge´ome´triques sont les meˆmes que celles des varie´te´s
(sans structure orbifolde ge´ome´trique) ayant des invariants analogues.
3. Nombre de ces proprie´te´s sont e´tablies en adaptant (en ge´ne´ral sans
difficulte´s majeures) les de´monstrations e´tablissant celles des varie´te´s sans
structure orbifolde ge´ome´trique. Pour certaines proprie´te´s cependant, l’adap-
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tation semble reque´rir des ide´es nouvelles. Des exemples de proprie´te´s pour
lesquelles l’adaptation n’est cependant pas imme´diate sont : celles des courbes
rationnelles orbifoldes, ou celles (de finitude ou d’abe´lianite´) du groupe fonda-
mental des orbifoldes ge´ome´triques qui sont soit Fano, soit a` fibre´ canonique
trivial.
4. L’origine des orbifoldes ge´ome´triques (l’e´limination virtuelle des fibres
multiples en codimension 1) conduit naturellement a` les conside´rer comme
des objets ge´ome´triques. Le LMMP (programme des Log-mode`les mini-
maux), qui conside`re ces meˆmes objets pour des raisons apparemment
diffe´rentes (la possibilite´ de faire des re´currences sur la dimension par ex-
traction de diviseurs a` partir de “centres Log-canoniques”), ne les munit au
contraire que d’un seul invariant : le fibre´ canonique KX +∆, conside´re´ pour
ses proprie´te´s nume´riques d’intersection.
 Si (X|∆) est une orbifolde ge´ome´trique, on de´finit (voir [Ca04], les
de´finitions de´taille´es sont aussi donne´es ci-dessous, dans les chapitres corres-
pondants ) :
1. Son fibre´ canonique KX|∆ := KX +∆ : c’est un Q-diviseur sur X .
2. Sa dimension canonique (ou de Kodaira3) : κ(X|∆) := κ(X,KX+∆) ≥
κ(X) ∈ {−∞, 0, 1, ..., dim(X)}, lorsque X est compacte et irre´ductible.
On dira que (X|∆) est de type ge´ne´ral si κ(X|∆) = dim(X) > 0.
3. On de´finira aussi des faisceaux de formes (pluri)-diffe´rentielles et, plus
ge´ne´ralement, de tenseurs holomorphes de tous les types sur une orbifolde
ge´ome´trique lisse. (Voir §2.4 et §2.5 ci-dessous).
4. La notion de courbe ∆-rationnelle (en trois versions).
 Lorsque (X|∆) est, de plus, entie`re, on de´finit aussi :
5. Son groupe fondamental pi1(X|∆) et son reveˆtement universel (voir
[Ca04] et le §11 ci-dessous).
6. Sa pseudome´trique de Kobayashi dX|∆ (voir [Ca04] et le §12.3 ci-
dessous).
7. Ses points entiers sur un corps de nombres, pour un mode`le donne´.
(Voir [Ca05], et le §12.5 ci-dessous).
8. La notion d’orbifolde ge´ome´trique peut naturellement eˆtre de´finie en
ge´ome´trie alge´brique sur d’autres corps que C. Un cas inte´ressant est celui
3Habituellement appele´e “dimension de Kodaira”, elle est en fait introduite pour les
surfaces dans le livre de Shafarevitch et al. sur la classification des surfaces projectives, et
en ge´ne´ral par S. Iitaka et B. Moishezon (dont nous suivons la terminologie). K. Kodaira
ne l’a utilise´e qu’en 1975, alors qu’elle e´tait de´ja` d’usage courant.
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des corps de fonctions (me´romorphes sur une courbe projective de´finie sur C
ou sur un corps fini). Voir [Ca01] ou le §12.4 ci-dessous.
2.3 Morphismes orbifoldes.
La de´finition suivante est la contribution principale du pre´sent texte :
Definition 2.3 Soit f : Y → X une application holomorphe entre espaces
analytiques complexes normaux, et ∆Y ,∆X des diviseurs orbifoldes sur Y,X
respectivement. On note ici mY , mX les multiplicite´s orbifoldes associe´es.
On dit que f induit un morphisme orbifolde (note´ alors f : (Y |∆Y ) →
(X|∆X)) si :
1. f(Y ) n’est pas contenu dans ⌈∆X⌉.
2. X est Q-factorielle au sens alge´brique (ie : tout diviseur de Weil
irre´ductible sur X est Q-Cartier).
3. pour tout D ∈ W (X), et tout E ∈ W (Y ), on a : t.mY (E) ≥ mX(D),
si t > 0, ou` : t = tE,D ∈ Q
+ est tel que f ∗(D) = tE,D.E + R, avec R un
diviseur effectif de Y ne contenant pas E.
Definition 2.4 Dans l’e´tude du groupe fondamental orbifolde (de´fini seule-
ment pour les orbifoldes ge´ome´triques entie`res, voir §11), et aussi pour la
notion de courbe ∆-rationnelle (voir §5), nous utiliserons une notion plus res-
trictive de morphisme orbifolde, celle de morphisme orbifolde divisible :
il s’agit d’un morphisme orbifolde dans le sens pre´ce´dent, mais satisfaisant la
variante “muliplicite´s divisibles” : mX(D) divise t.mY (E)
4, pour tous D,E
comme dans la condition 3 ci-dessus. (Par convention, +∞ est multiple de
tout entier m > 0, et ne divise que lui-meˆme).
Pour distinguer ces deux types de morphismes, nous appellerons “mor-
phismes non-classiques” ceux de´finis en 2.3 ci-dessus, et “morphismes clas-
siques”, ou “divisibles” ceux de´finis ici.
On notera GeorbQ la cate´gorie des orbifoldes ge´ome´triques Q-factorielles
munie des morphismes non-classiques, et GeorbZ sa sous-cate´gorie pleine
constitue´e des orbifoldes entie`res. On notera en fin Georbdiv la cate´gorie des
orbifoldes ge´ome´triques Q-factorielles entie`res munie des morphismes “clas-
siques” (ou “divisibles”).
4Au lieu de : t.mY (E) ≥ mX(D).
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Pour indiquer qu’un morphisme orbifolde f : (Y |∆Y ) → (X|∆X) appar-
tient a` l’une de ces trois cate´gories, on le notera : f : (Y |∆Y )
∗ → (X|∆X)∗,
avec ∗ = div, Z,Q selon le cas.
Remarque 2.5
0. Les motivations pour la condition 3. de la de´finition 2.3 pre´ce´dente
sont multiples, bien que peu e´videntes a priori : tout d’abord, cette condition
est exactement celle qui pre´serve les faisceaux de formes pluri-diffe´rentielles
(voir proposition 2.10), ainsi que les morphismes du disque unite´ pour les
orbifoldes ge´ome´triques entie`res (voir proposition 2.7).
Enfin, une motivation ge´ome´trique plus directe (dans le cas divisible) est
la compatibilite´ avec la composition des fibrations : soient f : X → Y et
g : Y → Z deux fibrations entre varie´te´s complexes projectives normales. On
suppose f et g a` fibres e´quidimensionnelles pour simplifier.
Soit D un diviseur de Weil sur Z. Alors la multiplicite´ de la fibre de
(g ◦ f) au-dessus du point ge´ne´rique de D est le pgcd, note´ µ(D), des tj .mj
si g∗(D) =
∑
j tj .(Ej), ou` mj = pgcd(sij) , avec : f
∗(Ej) =
∑
i sij.Fij.
(Les entiers tj , sij sont bien de´finis au-dessus des points ge´ne´riques de D,Ej,
puisque f, g sont a` fibres e´quidimensionnelles, de sorte que tous les Ej ont
pour image D). Les mj sont donc simplement les multiplicite´s usuelles des
fibres de f au-dessus des points ge´ne´riques des Ej.
Si l’on de´finit une orbifolde ge´ome´trique (Y |∆f) sur Y en posant :
m∆f (Ej) := mj pour tout diviseur de Weil Ej sur Y comme ci-dessus,
et une orbifolde ge´ome´trique (Z|∆g◦f) en posant m∆g◦f (D) := µ(E), pour
tout E ⊂ Z, alors : pour tout diviseur orbifolde ∆Y sur Y , l’application
g : (Y |∆Y ) → (Z|∆g◦f) est un morphisme orbifolde (au sens de 2.3) si et
seulement si ∆Y ≥ ∆f .
Cette situation sera e´tudie´e en de´tail aux §3.1 et §3.3.
1. Si mX(D) = 1 et si X est factorielle, la condition 2. est vide (puisque
t > 0 est entier et mY (E) ≥ 1). Seuls les D ⊂ ⌈∆X⌉ et E tels que f(E) ⊂
⌈∆X⌉ fournissent donc des conditions non vides. Si X et Y sont compacts,
les conditions a` ve´rifier sont donc en nombre fini.
2. Si f : (Y |∆Y ) → (X|∆X) et g : (Z|∆Z) → (Y |∆Y ) sont des mor-
phismes, le compose´ f ◦ g aussi. La de´monstration est imme´diate.
3. Si ∆X = ∆Y = 0, toute application holomorphe f : X → Y est un
morphisme orbifolde. Si f : (Y |∆Y )→ (X|∆X) est un morphisme orbifolde,
et si ∆+Y ≥ ∆Y , alors f : (Y |∆
+
Y ) → (X|∆X) est un morphisme orbifolde.
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De meˆme : si ∆X ≥ ∆
−
X , alors f : (Y |∆Y ) → (X|∆
−
X) est un morphisme
orbifolde.
4. Si (X|∆X) est logarithmique, alors f : (Y |∆Y ) → (X|∆X) est un
morphisme orbifolde si et seulement si ∆Y ≥ f
−1(∆X).
5. On dit que f : (Y |∆Y ) → (X|∆X) est un morphisme orbi-
folde bime´romorphe e´le´mentaire (ou une modification orbifolde
e´le´mentaire) si c’est un morphisme orbifolde, si f : Y → X est birationnel,
et si f∗(∆Y ) = ∆X . On suppose ici que les deux espaces Y,X conside´re´s sont
alge´briquement Q-factoriels. Noter que les trois proprie´te´s sont inde´pendantes
(deux d’entre elles n’impliquent pas la troisie`me). On dira que deux telles
orbifoldes ge´ome´triques sont bime´romorphiquement e´quivalentes s’il
existe une chaine de morphismes orbifoldes bime´romorphes e´le´mentaires les
reliant. De manie`re e´quivalente : c’est la relation d’e´quivalence engendre´e
par les morphismes orbifolde bime´romorphes e´le´mentaires.
Voir 2.31 et 2.32 pour des exemples d’e´quivalences bime´romorphes non
domine´es bime´romorphiquement par une troisie`me.
6. Si f : (Y |∆Y ) → (X|∆) et f
′ : (Y |∆Y ) → (X|∆′) sont des mor-
phismes orbifoldes, ils se factorisent par f+ : (Y |∆Y ) → (X|∆
+), avec
∆+ := sup{∆,∆′}. De meˆme, si f : (X|∆) → (Y |∆Y ) et f ′ : (X|∆′) →
(Y |∆Y ) sont des morphismes orbifoldes, ils se factorisent par f
− : (X|∆−)→
(Y |∆Y ), avec ∆
− := inf{∆,∆′}.
7. Si f : Y → (X|∆X) est une application holomorphe propre et surjective
avec Y et (X|∆X) lisses, et f
−1(⌈∆X⌉) a` croisement normaux, il existe un
e´le´ment minimum, note´ f+(∆X), parmi les diviseurs orbifoldes ∆Y sur Y
tels que f : (Y |∆Y ) → (X|∆X) soit un morphisme orbifolde. On l’appelle
rele`vement de ∆X a` Y . Pour tout E ∈ W (Y ), la f
+(∆X)-multiplicite´ de E
est mY (E) := max{1, supD{
m(D)
tE,D
}}, D ∈ W (X) tel que f ∗(D) = tE,D.E+R,
avec tE,D > 0 et R effectif, de support ne contenant pas E.
Si l’on veut des orbifoldes entie`res (resp. et des morphismes divi-
sibles), on doit remplacer {m(D)
tE,D
} ci-dessus par {⌈m(D)
tE,D
⌉} (resp. par :
ppcmD{
m(D)
pgcd{m(D),tE,D}}.
On impose la condition mY (E) ≥ 1, ∀E ∈ W (Y ), puisqu’elle n’est pas
toujours satisfaite (par exemple si f : Y → X est un reveˆtement ramifie´ de
courbes projectives, si ∆X = 0, et si E est un point de ramification de f).
On notera que si g : Z → Y est une seconde application holomorphe
propre et surjective, alors (f ◦ g)+(∆X) ≤ g
+(f+(∆X)), mais que l’on n’a
pas e´galite´, en ge´ne´ral.
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Par exemple : pour f , e´clater la surface X en un point lisse du support
(non vide, de dimension 1) de (∆X), puis pour g, e´clater l’intersection de
la transforme´e stricte du support de ∆X avec le diviseur exceptionnel. Si
la composante de ∆X contenant le premier point e´clate´ est de multiplicite´
m ≥ 2, la multiplicite´ du diviseur exceptionnel du second e´clatement dans
(f ◦ g)+(∆X) (resp. dans g
+(f+(∆X))) est m/2 (resp. m).
Definition 2.6 Soit D le disque unite´ de C, et X lisse. On note
Hol(D, (X|∆X)) l’ensemble, muni de la topologie de la convergence compacte,
des applications holomorphes h : D → X qui sont des morphismes orbidolde
lorsque D (resp. X) est muni du diviseur orbifolde vide (resp. ∆X). (voir
[C-W05]).
Proposition 2.7 Soit (Y |∆Y ), (X|∆X) des orbifoldes ge´ome´triques, avec
Y,X lisses, et f : Y → X holomorphe. Alors :
L’application de composition : f∗ : Hol(D, (Y |∆Y )) → Hol(D, X) de´finie
par : f∗(h) := f ◦ h a son image contenue dans Hol(D, (X|∆X)) si f :
(Y |∆Y )→ (X|∆X) est un morphisme (d’orbifoldes ge´ome´triques). Si (Y |∆Y )
est entie`re, la re´ciproque est vraie (ie : f est un morphisme orbifolde si ’image
de f∗ est contenue dans Hol(D, (X|∆X))).
De´monstration : Si f est un morphisme d’orbifoldes, la remarque 2.2(2)
pre´ce´dente montre que l’image de f∗ est contenue dans Hol(D, (X|∆X)).
Re´ciproquement, avec les notations de 2.3, supposons que f ∗(D) = t.E +R,
avec t > 0. Supposons que t.mY (E) < mX(D). Soit y ∈ E un point
ge´ne´rique lisse, et h : D → Y holomorphe telle que h(0) = y, et que
h∗(E) = mY (E).{0}, avec : (h(D)∩⌈∆Y ⌉) = {0}. (On peut re´aliser ces condi-
tions en restreignant suffisamment D, puisque (Y |∆Y ) est entie`re). Alors :
(f ◦ h)∗(D) = t.h∗(E) + h∗(R) = t.mY (E).{0}. Puisque t.mY (E) < mX(D),
f n’est donc pas un morphisme d’orbifoldes 
2.4 Faisceaux de formes diffe´rentielles sur les orbi-
foldes ge´ome´triques lisses.
Notations : Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse (ie : X est lisse,
et ⌈∆⌉ est a` croisements normaux). On note ∆ =
∑
h∈H(1 −
1
mh
).Dh =∑
h∈H ah.Dh, [a] = ⌊a⌋ e´tant la partie entie`re du re´el a, et ⌈a⌉ := −⌊(−a)⌋
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son “arrondi supe´rieur”. Ici les multiplicite´s mj sont donc, soit des rationnels,
soit +∞.
Soit q ≥ 0 un entier, et ΩqX(log⌈∆⌉) le faiceau des germes de formes
diffe´rentielles a` poˆles logarithmiques dans ⌈∆⌉.
Nous allons maintenant de´finir, pour une orbifolde ge´ome´trique lisse
(X|∆) les faisceaux SN(Ωq(X|∆)), analogues des faisceaux SymN(ΩqX)
lorsque ∆ = 0.
Localement, dans des coordonne´es locales x = (x1, ..., xp) adapte´es a`
∆, c’est-a`-dire telles que ∆ ait pour e´quation5 : Πj=pj=1x
(1− 1
mj
)
j , le faisceau
ΩqX(log⌈∆⌉) admet comme OX-module les ge´ne´rateurs :
dxJ
xJ
, pour J partie
ordonne´e a` q e´le´ments de {1, ..., p}. On a note´ : dxJ
xJ
:= ∧j∈J
dxj
xj
.
On note alors, pour tous les entiers non-ne´gatifs q, N : SNq (X|∆) :=
SN(Ωq(X|∆)) le sous-faisceau analytique cohe´rent localement libre6 de
SymN(ΩqX(log⌈∆⌉)) engendre´ par les e´le´ments :
dx(J)
x(J)
:= x⌈k/m⌉.⊗l=Nl=1
dx
Jl
x
Jl
= x⌈−k.a⌉.⊗l=Nl=1 dxJl , (J) = (J1, . . . , JN)},
de´finis comme suit :
1. Les Jl sont les parties ordonne´es (croissantes) a` q e´le´ments de {1, ..., p}.
Les N -uplets (J1, . . . , JN) conside´re´s sont croissants au sens large pour l’ordre
lexicographique sur les parties ordonne´es a` q e´le´ments de {1, . . . , p}.
2. Pour tout j = 1, ..., p, on note kj le nombre d’occurrences de j dans
la suite J1, ..., JN . (C’est-a`-dire que kj =
∑l=N
l=1 kj,l, ou` kj,l = 1 si j ∈ Jl, et
kj,l = 0 sinon).
3. On a aussi note´ k/m le p-uplet (k1/m1, ..., kp/mp), et ⌈k/m⌉ le p-uplet :
(⌈k1/m1⌉, ..., ⌈kp/mp⌉). Enfin : x
⌈k/m⌉ := Πj=pj=1x
⌈kj/mj⌉
j .
4. On a enfin note´ (−k.a) le p-uplet (−k1.a1, ...,−kp.ap), et ⌈−k.a⌉ le p-
uplet : (⌈−k1.a1⌉, ..., ⌈−kp.ap⌉). Enfin : x
⌈−k.a⌉ := Πj=pj=1x
⌈−kj .aj⌉
j , avec : aj :=
(1− 1
mj
).
Cette de´finition est clairement inde´pendante des cartes adapte´es locales
utilise´es.
5symbolique : les mj sont les ∆-multiplicite´s des hyperplans de coordonne´es.
6C’est la proprie´te´ cruciale, utilise´e constamment dans la suite. Elle permet de ne´gliger
les sous-ensembles de codimension 2 ou plus, et donc de ne faire intervenir que le lieu de
codimension 1 du diviseur orbifolde.
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On ve´rifie alors aise´ment que l’application naturelle SNq (X|∆) ⊗
SM , q(X|∆) → SN+M , q(X|∆) est bien de´finie (ie : prend bien ses valeurs
dans le membre de droite).
Remarque 2.8 1. A nouveau, la de´finition pre´ce´dente s’applique avec chan-
gement mineur au cas ou` les multiplicite´s de ∆ sont re´elles.
2. L’origine des faisceaux SNq (X|∆) = S
N
q (de´finis dans [Ca01]) est la
suivante, pour les orbifoldes ge´ome´triques entie`res : localement, dans la carte
x pre´ce´dente, X|∆ a un reveˆtement universel local f : Y → X donne´ dans
la carte y = (y1, . . . , yp) par : f(y) = x = (x1 =: y
m1
1 , . . . , xp =: y
mp
p )7.
Lorsque N est suffisamment divisible, f ∗(SN,1) = SymN(Ω1Y ).
Pour N ge´ne´ral, SNq est le plus grand sous-faisceau F de
SymN(ΩX(log(⌈∆⌉)) tel que f
∗(F) ⊂ SymN(ΩqY ).
3. Ces faisceaux ont e´te´ utilise´s de manie`re cruciale dans le cadre de la
the´orie de Nevanlinna dans [C-P05], avec p = 2, q = 1.
4. En ge´ne´ral, SNq (X|∆) contient, mais n’est pas e´gal a` Sym
N(Ωq(X|∆)).
Exemple 2.9 1. Si q = dim(X), SNq (X|∆) = N.KX +
∑
h∈H{⌊(N(1 −
1
mh
)⌋.Dh} := N.KX + ⌊N.∆⌋ := ⌊N.(KX + ∆)⌋. Le Q-diviseur KX + ∆
est le fibre´ canonique de (X|∆).
2. Si ∆X = 0, S
N
q (X|∆) = Sym
N(ΩqX), ∀N, q.
3. Si ∆ = ⌈∆⌉, alors : SNq (X|∆) = Sym
N(ΩqX(log(∆))), ∀N, q.
On a bien suˆr : SNq (X|∆) ⊂ S
N
q (X|∆
′) si ∆ ≤ ∆′.
Les faisceaux SNq (X|∆) interpolent donc, en ge´ne´ral, entre Sym
N(ΩqX) et
SymN(ΩqX(log(⌈∆⌉))).
4. Soit (P1|D) l’orbifolde ge´ome´trique logarithmique de dimension 1, avec
D re´duit de support 2 points distincts de P1 (par exemple 0 et ∞). Alors les
faisceaux SN,1(P
1|D) sont triviaux, de rang 1. On en de´duit que les faisceaux
SNq ((P
1|D)r) sont tous triviaux.
Proposition 2.10 Soient (Y |∆Y ) et (X|∆X) des orbifoldes ge´ome´triques
lisses, et f : Y → X holomorphe.
1. Si f induit un morphisme d’orbifoldes ge´ome´triques, alors
f ∗(SNq (X|∆X)) ⊂ S
N
q (Y |∆Y )) pour tous N, q.
7Avec la convention : xi = y
+∞
i := exp(yi), ou encore : dxi/xi = dyi, si mi = +∞.
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2. Si f ∗(SN,1(X|∆X)) ⊂ SN,1(Y |∆Y )) pour N = ppcmj(num(mj)),
avec ∆X =
∑
j∈J(1 −
1
mj
).Dj, alors f induit un morphisme d’orbifoldes
ge´ome´triques f : (Y |∆Y )→ (X|∆X)
8.
On a note´ num(mj) le nume´rateur uj de mj =
uj
vj
, si uj, vj ∈ Z sont
premiers entre eux.
De´monstration : Les notations sont celles introduites ci-dessus.
Pour 1, il suffit de montrer que, pour tous N, q, f ∗(x⌈k/m⌉. ⊗l=Nl=1
dx
Jl
x
Jl
) ∈
SNq (Y |∆Y ). Puisque ce dernier faisceau est localement libre, il suffit (Hartogs)
de ve´rifier cettte inclusion en codimension un dans Y . Soit donc E ∈ W (Y )
et b ∈ E un point ge´ne´rique. Soit y = (y1, ..., yn) des coordonne´es locales de
Y en b telles que E ait pour e´quation locale y1 = 0. Au voisinage de b, on
a donc : f(y) = (yt11 .f1(y), y
t2
1 .f2(y), ..., y
tp
1 .fp(y)), avec fj(b) 6= 0 pour j ≥ 1.
Notre hypothe`se est que tj .m
′ ≥ mj , pour j = 1, ..., p, si m′ := m∆Y (E).
Donc : f ∗(dxJ
xJ
) = dy1
y1
∧uJ , ∀J , avec uJ , ∀J, une (q−1)-forme holomorphe,
si |J | = q, et si tj ≥ 1 pour un j ∈ J au moins. Par suite, a` des termes
holomorphes pre`s : f ∗(x⌈k/m⌉.⊗l=Nl=1
dx
Jl
x
Jl
) = g(y).ys1.(⊗
l=k′
l=1 (
dy1
y1
∧uJl))⊗
l=N
l=k′+1wl,
avec g et wl holomorphes, et s :=
∑
j=1,...,p tj⌈kj/mj⌉.
On veut montrer que s ≥ ⌈k′/m′⌉, ou` k′ est l’entier ci-dessus (nombre
d’occurences de dy1
y1
dans la forme pre´ce´dente). On a e´videmment : k′ ≤∑j=p
j=1 kj. Par ailleurs : tj .m
′ ≥ mj , ∀j, donc : tj/mj ≥ 1/m′, ∀j. Donc,
pour tout j : tj .⌈kj/mj⌉ ≥ tj .kj/mj ≥ kj/m
′. Donc : s =
∑
tj .⌈kj/mj⌉ ≥∑
kj/m
′ ≥ k′/m′. Puisque s est entier, on a donc bien : s ≥ ⌈k′/m′⌉.
Pour 2, soit E,D, b, t, f comme ci-dessus. On a donc, en particulier :
x1(f(y)) = y
t1
1 . Donc : f
∗(x⌈N/m1⌉1 .
dx1
x1
⊗N
) = tN1 .y
t1⌈N/m1⌉
1 .(
dy1
y1
)⊗N . On a, par
hypothe`se : t1.⌈N/m1⌉ ≥ N/m
′. Or, num(m1) divise N = ppcm(num(mj)),
et on a donc : t1.N/m1 = t1.⌈N/m1⌉ ≥ N/m
′. C’est pre´cise´ment (multiplie´e
par N) l’ine´galite´ de´finissant les morphismes orbifoldes 
De l’exemple 2.9 on de´duit :
Corollaire 2.11 Si f : (Y |∆Y ) → (X|∆X) est un morphisme orbifolde
surjectif et ge´ne´riquement fini entre orbifoldes ge´ome´triques lisses, on a :
(KY +∆Y ) ≥ f
∗(KX +∆X) (signifiant que la diffe´rence est Q-effective). En
particulier, κ(Y |∆Y ) ≥ κ(X|∆X) si Y est compacte et connexe.
8Cette proprie´te´ ne subsiste donc pas en ge´ne´ral pour les morphismes divisibles entre
orbifoldes entie`res et finies, morphismes conside´re´s dans la the´orie des champs alge´briques
de Deligne-Mumford.
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Remarque 2.12 Dans [Ca04, de´finition 2.40, p. 541], la notion de mor-
phisme e´tait de´finie seulement a` l’aide des fibre´s canoniques. Cette notion
est trop faible pour e´tudier la cate´gorie des orbifoldes ge´ome´triques dans un
cadre bime´romorphe.
2.5 Tenseurs holomorphes orbifoldes.
On reprend les hypothe`ses et notations de la section pre´ce´dente de´finissant
les faisceaux SNq (X|∆) sur (X|∆) lisse. On va de´finir plus ge´ne´ralement,
de manie`re entie`rement similaire, les faisceaux T rs (X|∆) de tenseurs holo-
morphes r-contravariants et s-covariants, muni des ope´rations de contraction
et de tensorisation usuelles. Cette de´finition est motive´e par une question de
M. Pau˘n.
Dans des cordonne´es locales adapte´es (x1, ..., xn), c’est le faisceau
T rs (X|∆) localement libre engendre´ comme OX -module par les :
tuv := x
⌈(h−k).a⌉.
j=s⊗
j=1
dxv(j)
i=r⊗
i=1
∂/∂xu(i),
ou` u : [1, r]→ [1, p] et v : [1, s]→ [1, p] sont des applications quelconques,
le p-uplet ⌈(h − k).a⌉ (a` valeurs dans Z) e´tant de´fini comme dans la section
pre´ce´dente.
De la de´finition on de´duit les deux proprie´te´ usuelles suivantes :
 On a une application de tensorisation naturelle :
⊗ : T rs (X|∆)
⊗
T pq (X|∆)→ T
r+p
s+q (X|∆), ∀p, q, r, s.
 On a une application de contraction naturelle :
c : T r+ps+p (X|∆)→ T
r
s (X|∆), ∀p, r, s.
Remarque 2.13
1. Les faisceaux T r(X|∆) des germes de r-champs de vecteurs tangents a`
∆ interviennent dans l’e´tude des de´formations de courbes ∆-rationnelles au
§5.
2. On pourrait de´finir de meˆme des espaces de jets sur (X|∆) lisse, jets
qui interviennent dans l’e´tude de l’hyperbolicite´.
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2.6 Dimension canonique d’un faisceau diffe´rentiel de
rang 1
Notations Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avecX compacte
et connexe, et N, q ≥ 0, entiers.
Soit LN ⊂ S
N
q (X|∆) un sous faisceau analytique cohe´rent de rang 1. On
notera LN
∆
:= 9 LN ⊂ S
N
q (X|∆) sa saturation dans S
N
q (X|∆), saturation
qui est par de´finition le plus grand sous-faisceau analytique cohe´rent de rang
un de SNq (X|∆) contenant LN . Ce faisceau est donc sans cotorsion, e´tant
aussi de´fini comme le noyau du morphisme compose´ de l’injection de LN
dans SNq (X|∆) avec le quotient : (S
N
q (X|∆)/LN)/Torsion.
Soit maintenant L ⊂ ΩqX un sous-faisceau analytique cohe´rent de rang 1,
et pour tout N ≥ 0, soit LN ⊂ S
N
q (X|∆) l’image de L
⊗N dans SymN(ΩqX) ⊂
SNq (X|∆), et soit enfin LN ⊂ S
N
q (X|∆) sa saturation dans S
N
q (X|∆).
On note : H0(X|∆, LN) := H
0(X,LN
∆
) : c’est aussi le sous-espace de
H0(X,SNq (X|∆)) constitue´ des sections dont l’image est contenue dans LN au
point ge´ne´rique de X . On note enfin pN(X|∆, L) := h
0(X,LN) sa dimension
complexe.
On a des applications naturelles LN ⊗ LN ′ → LN+N ′ , qui induisent
au niveau des sections une structure d’anneau gradue´ sur R(X|∆, L) :=
⊕N≥0H0(X,LN).
On notera κ(X|∆, L) le degre´ de transcendance sur C de cet anneau,
diminue´ d’une unite´ si ce degre´ est au moins 1 ; si ce degre´ de transcendance
est 0, on notera κ(X|∆, L) = −∞.
Lemme 2.14 Si (X|∆) est lisse, on a, notant ΦN (X) l’application
me´romorphe induite par le syste`me line´aire complet LN :
κ((X|∆), L) = limN→+∞(
log(pN(X|∆, L)
logN
) = maxN>0(dim(ΦN (X)))
De´monstration : Ces assertions se de´montrent comme dans le cas d’un
fibre´ en droites (Voir, par exemple, [U75, theorem 5.10, p. 58]) 
Definition 2.15 On appelle κ(X|∆, L) ∈ {−∞, 0, 1, ..., p := dim(X)} la
∆-dimension de L.
9Si aucune confusion n’est possible sur ∆
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La C-alge`bre K(X|∆, L) := ⊕N≥0H0(X, (LN ) est appele´e la ∆-alge`bre
de L.
Lorsque L = KX , on note simplement K(X|∆) cette alge`bre, appele´e
l’alge`bre canonique de (X|∆).
Exemple 2.16 1. Si q = dim(X), κ(X|∆, KX) = κ(X,KX+∆) = κ(X|∆).
2. Soit (X|∆) := (P1|D)r, r ≥ 1 l’exemple 4 de 2.9. Pour tout q ≥ 1 et
tout sous-faisceau L de rang 1 de ΩqX , on a donc : κ(X|∆, L) ≤ 0.
2.7 Invariance bime´romorphe de la dimension cano-
nique
Proposition 2.17 Soit (Y |∆′) et (X|∆) des orbifoldes ge´ome´triques lisses,
X, Y compactes et connexes. Soit f : Y → X une application bime´romorphe.
On notera N0(∆) le plus petit commun multiple des num(m∆(D)) pour les
D ∈ W (X) tel que m∆(D) soit fini.
On a e´quivalence entre les deux conditions suivantes :
1. f : (Y |∆′) → (X|∆) est un morphisme orbifolde bime´romorphe
e´le´mentaire.10
2.Il existe N , divisible par N0(∆) et N0(∆
′), tel que f ∗(SN,1(X|∆)) ⊂
SN,1(Y |∆
′)), et f∗(SN,1(Y |∆′)) ⊂ SN,1(X|∆)).
De´monstration : Si la condition 1. est satisfaite, la premie`re (resp. se-
conde) des proprie´te´s 2. est satisfaite par 2.10 (resp. par le lemme d’Hartogs,
et le fait que SN,1(X|∆)) est localement libre).
Si la condition 2. est satisfaite, alors f est un morphisme orbifolde par la
premie`re condition 2. et 2.10. De plus, f∗(∆′) = ∆ par la seconde condition
2. En effet, cette condition garantit qu’en codimension 1, les multiplicite´s de
∆ coincident avec celles de ∆′ sur les transforme´s stricts des composantes du
support de ∆ 
The´ore`me 2.18 Soit X,X ′ lisses compactes et connexes, et u : (X ′|∆′) →
(X|∆) un morphisme orbifolde bime´romorphe e´le´mentaire entre orbifoldes
ge´ome´triques lisses. Soit L ⊂ ΩqX un sous-faisceau cohe´rent de rang 1, et
L′ := u∗(L) ⊂ ΩqX′. On note, pour tout N ≥ 0 u
∗ : LN → L′N le morphisme
naturel de faisceaux. Alors :
1. u∗ : H0(X|∆, LN)→ H0(X ′|∆′, L′N ) est un isomorphisme.
10 Voir remarque 2.5, (5) ci-dessus pour la de´finition.
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2. pN(X|∆, L) = pN(X
′|∆′, L′).
2. κ(X|∆, L) = κ(X ′|∆′, L′).
De´monstration : Soit A ⊂ X le lieu (de codimension 2 au moins) au-
dessus duquel u n’est pas un isomorphisme. Soit r : H0(X,LN ) → H
0(X −
A,LN) la restriction. Par Hartogs, c’est un isomorphisme (d’espaces vectoriels
complexes). Soit r′ : H0(X ′, L′N )→ H
0(X −A,LN) la restriction (compose´e
avec u). Elle est injective. Puisque r′ ◦ u∗ = r, u∗ est un isomorphisme 
Remarque 2.19 En ge´ne´ral, si L est localement libre, κ(X,L) ≤ κ(X|∆, L)
et l’ine´galite´ peut-eˆtre stricte, le membre de droite de´pendant de ∆.
Exemple 2.20 Le cas des orbifoldes ge´ome´triques logarithmiques est
simple : si (X ′|D′) et (X|D) sont des orbifoldes ge´ome´triques logarithmiques
lisses (ie : si X,X ′ le sont, et D,D′ re´duites a` croisements normaux), ces
deux orbifoldes ge´ome´triques logarithmiques sont bime´romorphes si et seule-
ment s’il existe une suite wj = u
′
j ◦ (u
−1
j ) : Xj−1 99K Xj d’e´quivalences
bime´romorphes, pour j = 1, . . . , m, telle que (u−1j (Dj)) = (u
′
j)
−1(Dj−1), avec
(X0|D0) = (X|D), et (Xm|Dm) = (X
′|D′) .
La condition“croisements normaux” n’est pas superflue : X = P2, D la
re´union de 3 droites concourantes, et X ′ = P1× P1, D′ la re´union de 3 fibres
de la projection sur le premier facteur, le montrent : la dimension canonique
n’est pas meˆme pre´serve´e.
Par exemple, les orbifoldes ge´ome´triques (X|∆) := (P1|D1)
r, r ≥ 1 de
l’exemple 4 de 2.9, et (X ′|∆′) := (Pr|Dr), ou` Dr est la re´union re´duite
et a` croisements normaux de (r + 1) hyperplans projectifs (distincts) sont
bime´romorphiquement e´quivalentes. On en de´duit que les SNq (X
′|∆′) sont
aussi tous triviaux, et κ(X ′|∆′, L) ≤ 0 pour tout sous-faisceau L de rang 1
de Ωq
Pr .
Remarque 2.21 Si U = X − D est une varie´te´ quasi-projective lisse
(connexe), avec (X|D) lisse, les proprie´te´s de (X|D) qui sont des in-
variants bime´romorphes sont donc des invariants de U . Tels sont donc
κ(X|D), H0(X,SN(Ωp(X|D)), et la classique irre´gularite´ logarithmique
q(U) := H0(X,Ω1(X|D)).
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2.8 Fibration de Moishezon-Iitaka.
Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse telle que κ(X|∆) ≥ 0. On sup-
pose X compacte et connexe. Pour tout entier m > 0 tel que m∆ soit entier
et H0(X,m(KX + ∆)) soit non nul, on note Φm : X 99K PNm l’application
me´romorphe associe´e a` ce syste`me line´aire.
Les arguments classiques (voir [U75], par exemple), montrent que pour m
assez grand et divisible, cette application est a` fibres connexes, inde´pendantes
a` bime´romorphie pre`s de m, et que ces fibres orbifoldes stables ge´ne´riques
ont κ = 0, et que la base de cette fibration est de dimension κ(X|∆).
On la notera M(X|∆) : (X|∆) 99KM(X|∆), et on l’appellera la fibration
de Moishezon-Iitaka11 de (X|∆).
On de´duit de la de´monstration de [U75, theorem 5.10, p. 58] le :
The´ore`me 2.22 Si (X|∆) est lisse, X compacte et connexe, avec κ(X|∆) ≥
0, et si g : (Y |∆Y ) → (X|∆) est un morphisme orbifolde bime´romorphe
e´le´mentaire tel que MY :=M(X|∆) ◦ g : Y →M(X|∆) soit holomorphe, alors
la fibre ge´ne´rale12 orbifolde (Ym|∆m)
13 de MY est de dimension canonique
nulle (i.e : κ(Ym|∆m) = 0).
La fibration M peut aussi eˆtre caracte´rise´e, avec les meˆmes arguments
que dans le cas non-orbifolde, comme suit : toute fibration g : (X|∆) 99K Y
dont les fibres orbifolde F ge´ne´rales (voir de´finition 2.49) satisfont κ(F ) = 0
domine M(X|∆X ).
2.9 Invariance e´tale
Definition 2.23 Soit v : (Y ′|∆′) → (Y |∆) un morphisme orbifolde entre
orbifoldes ge´ome´triques lisses et entie`res de meˆme dimension q.
On dit que v est e´tale en codimension 1 s’il existe un sous-ensemble
analytique ferme´ A de codimension au moins 2 de Y tel que, sur le
comple´mentaire de A on ait l’e´galite´ : v∗(N.(KY + ∆)) = N.(KY ′ + ∆′)),
pour un entier N tel que N.∆ soit entier.
11Appele´e habituellement “fibration d’Iitaka”, bien qu’introduite inde´pendamment par
B. Moishezon au CIM de Nice (1970).
12ge´ne´rique si X est projective.
13Voir de´finitions 2.43 et 2.49.
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Proposition 2.24 Soit v : (Y ′|∆′) → (Y |∆) un morphisme orbifolde divi-
sible entre orbifoldes ge´ome´triques lisses et entie`res.
1. On a e´quivalence entre les 3 proprie´te´s (a),(b),(c) suivantes :
(a) v est e´tale en codimension 1.
(b) Il existe un ferme´ analytique A ⊂ Y de codimension au moins 2 tel
que, au-dessus du comple´mentaire de A dans Y , ∆′ divise exactement
v∗(∆) (ie : pour tout D′ ∈ W (Y ) rencontrant (Y ′ − v−1(A))), r(D′) :=
m∆(v(D
′))
m∆′ (D
′)
est un entier e´gal a` l’ordre de ramification de v au point ge´ne´rique
de D′).
(c) Il existe un reveˆtement orbifolde e´tale (au sens du §11.3) u : (Y¯ |∆¯)→
(Y |∆) fini (avec Y¯ fini, normal et a` singularite´s quotient), et un morphisme
orbifolde divisible bime´romorphe v¯ : (Y ′|∆′)→ (Y¯ |∆¯) tels que v = u ◦ v¯.
2. De plus, si v est e´tale en codimension 1, alors pour tout sous faisceau
L ⊂ ΩqY cohe´rent de rang 1, κ(Y |∆, L) = κ(Y
′|∆′, v∗(L)).
En particulier : κ(Y |∆) = κ(Y ′|∆′).
De´monstration : Assertion 1 : localement en b′ ∈ Y ′−A′, A′ := v−1(A),
quitte a` augmenter un peu A de sorte que ∆ ∩ (Y − A) soit lisse, on a
des coordonne´es y′ = (y′1, . . . , y
′
n), ainsi que des coordonne´es locales y =
(y1, . . . , yn) en b := v(b
′) telles que v(y′) = (y′1
r, y′2, . . . , y
′
n), et telles que
les e´quations de ∆ en b (resp. ∆′ en b′) soient : y11−
1
m (resp. y′1
1− 1
m
′
). Un
calcul imme´diat montre alors que les prorie´te´s (a) et (c) sont simultane´ment
ve´rifie´es, ceci si et seulement si : r.m′ = m. D’ou` l’e´quivalence de (a) et
(c). La proprie´te´ (c) implique (a), en prenant A := S∆ le lieu singulier du
support de ∆. L’implication re´ciproque s’obtient en prenant pour couple u, v¯
la factorisation de Stein du morphisme v, et ∆¯ := v¯∗(∆′), et en utilisant le
fait que les reveˆtements orbifoldes e´tales sont de´termine´s par leurs restrictions
au-dessus de X−S∆, qui est localement simplement connexe pre`s de S∆. Voir
§11.3.
Pour de´montrer l’assertion 2, on peut supposer que u est un reveˆtement
Galoisien de groupe (fini) G. Si N est grand et suffisamment divisible, alors
(par [U75,lemma 5.12]) :
H0(Y, LN
∆
) = H0(Y¯ , u∗(LN
∆
))G = H0(Y¯ |∆¯, (u∗L)N)G, puisque les fais-
ceaux conside´re´s sont des sous-faisceaux des faisceaux localement libres
SNq (Y |∆) et u
∗(SNq (Y |∆)) auquel on peut donc appliquer (sur Y , aux fonc-
tions syme´triques des sections sur Y¯ ) le prolongement de Hartogs, qui montre
que H0(Y¯ , F ) = H0(Y¯ −A¯, F¯ ), si F¯ = u∗(F ) est un sous-faisceau sature´ d’un
sous-faisceau localement libre sur Y¯ provenant aussi de Y , avec : A¯ := u−1(A).
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On a enfin, par l’e´galite´ pre´ce´dente : H0(Y ′|∆′, v∗(LN ))G ⊂
H0(Y¯ |∆¯, u∗(LN)G, ce qui suffit a` montrer, par [U75, theorem 5.13], que
κ(Y ′|∆′, v∗(L)) ≤ κ(Y |∆, L), l’ine´galite´ oppose´e e´tant e´vidente 
2.10 Ine´galite´ de Bogomolov (version orbifolde)
Le the´ore`me suivant est duˆ a` F. Bogomolov ([Bo 78]) lorsque D est vide.
Sa de´monstration s’e´tend imme´diatement au cas logarithmique, en utilisant
le fait, duˆ a` P. Deligne ([De 74]), que les sections de ΩpX(logD)) sont d-
ferme´es.14. Nous en donnons ci-dessous une version orbifolde ge´ne´rale.
The´ore`me 2.25 Soit X une varie´te´ Ka¨hle´rienne compacte et connexe15,
D un diviseur a` croisements normaux sur X, et L ⊂ ΩpX(logD)) un sous-
faisceau cohe´rent de rang 1. Alors :
(1) κ(X,L) ≤ p.
(2) Si κ(X,L) = p, alors il existe une (unique) fibration me´romorphe
f : X → Y telle que les saturations dans ΩpX(logD)) de L et de f
∗(KY ) coin-
cident. (En particulier, dim(Y ) = p, et f est la fibration d’Iitaka de´finie par
le syste`me line´aire des sections de Lm, pour m > 0 assez grand, la saturation
de L⊗m e´tant prise dans Sm,p(X|D) = Symm(Ω
p
X(logD))).
De´monstration : Elle est identique a` celle de [Bo 78] (dans le cas pro-
jectif), ou de [Ca 04] (dans le cas Ka¨hler), en utilisant [De 74] au lieu de
la classique fermeture des formes diffe´rentielles holomorphes de la the´orie de
Hodge 
Corollaire 2.26 Soit X une varie´te´ Ka¨hle´rienne compacte et connexe, et
soit ∆ un diviseur orbifolde sur X. Soit L ⊂ ΩpX un sous-faisceau cohe´rent
de rang 1. Alors :
(1) κ(X|∆, L) ≤ p.
(2) Si κ(X|∆, L) = p, alors il existe une (unique, a` e´quivalence
bime´romorphe pre`s) fibration me´romorphe f : X → Y telle que L et f ∗(KY )
coincident au point ge´ne´rique de X. (En particulier, dim(Y ) = p, et f est
la fibration d’Iitaka de´finie par le syste`me line´aire des sections de L¯m, pour
m > 0 assez grand, la saturation de L⊗m e´tant prise dans Sm,p(X|∆)).
14Cette version logarithmique de [Bo 78] a e´te´ observe´e inde´pendamment par S. Lu, a`
la suite de [Ca 01].
15Ou, plus ge´ne´ralement, bime´romorphe a` une telle varie´te´.
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De´monstration : Soit D le support de ∆. On a, bien suˆr : κ(X|∆, L) ≤
κ(X/D,L) ≤ p. D’ou` (1), par 2.25 (1) ci-dessus, applique´ a` L dans
ΩpX(logD)). Si on a e´galite´, on a aussi : p = κ(X|∆, L) ≤ κ(X|D,L) ≤ p.
D’ou` (2), en appliquant de la meˆme fac¸on 2.25 (2) 
Definition 2.27 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec X ∈ C.
Un sous-faisceau cohe´rent L ⊂ ΩpX de rang 1, pour un p > 0, est dit ∆-
Bogomolov si κ(X|∆, L) = p. Cette proprie´te´ ne de´pend que de la satura-
tion de L dans ΩpX , et de la classe d’e´quivalence bime´romorphe de (X|∆).
On note Bog(X|∆) l’ensemble (eventuellement vide) des faisceaux ∆-
Bogomolov sature´s de X.
Question 2.28 L’ensemble Bog(X|∆) est-il toujours fini ? Cette proprie´te´
ge´ne´raliserait la finitude, due a` Kobayashi-Ochiai, de l’ensemble des classes
d’e´quivalence bime´romorphes d’applications me´romorphes connexes domi-
nantes X 99K Y (X fixe´e, Y variable) avec Y de type ge´ne´ral.
2.11 E´quivalence bime´romorphe.
Rappelons (de´finition 2.3 (5)) que f : (Y |∆Y ) → (X|∆X) est un mor-
phisme orbifolde bime´romorphe e´le´mentaire si c’est un morphisme
orbifolde, si f : Y → X est birationnel, et si f∗(∆Y ) = ∆X . On suppose ici
que Y,X sont Q-factorielles. Noter que les trois proprie´te´s sont inde´pendantes
(deux d’entre elles n’impliquent pas la troisie`me).
Definition 2.29 On dira que deux orbifoldes ge´ome´triques log-canoniques
sont bime´romorphiquement e´quivalentes s’il existe une chaine de mor-
phismes orbifoldes bime´romorphes e´le´mentaires les reliant, et tels que cha-
cunes des orbifoldes ge´ome´triques de cette chaine soit log-canonique. De
manie`re e´quivalente : c’est la relation de´quivalence engendre´e par les mor-
phismes orbifolde bime´romorphes e´le´mentaires entre orbifoldes ge´ome´triques
log-canoniques.
Remarque 2.30 Il re´sulte de la remarque 2.56 que la dimension canonique
d’une orbifolde ge´ome´trique log-canonique est un invariant birationnel, au
sens de´fini ci-dessus.
L’e´quivalence bime´romorphe dans cette cate´gorie pre´sente (au moins)
une diffe´rence notable avec le cas non orbifolde ge´ome´trique : l’exemple
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2.31 ci-dessous montre que deux orbifoldes ge´ome´triques lisses (projectives)
bime´romorphiquement e´quivalentes ne sont pas ne´cessairement domine´es par
une troisie`me qui leur est bime´romorphiquement e´quivalente. Cette diffe´rence
complique conside´rablement l’e´tude de l’e´quivalence bime´romorphe orbifolde.
Exemple 2.31 (transformation de Cremona) Soit X := P2, et 3 points
a, b, c ∈ X non aligne´s. On note A,B,C les trois droites projectives de X
passant par 2 de ces 3 points. Soit u : X ′ → X l’e´clate´ de X en les 3 points
a, b, c, et A′, B′, C ′ les transforme´es strictes des droites A,B,C dans X ′.
On note enfin E, F,G les trois diviseurs irre´ductibles de u. Alors X ′ ad-
met une seconde contraction v : X ′ → Y sur Y ∼= P2, qui contracte A′, B′, C ′
sur trois points a′, b′, c′ ∈ Y , et E, F,G sur trois droites projectives E ′, F ′, G′
de Y ∼= P2. (v ◦ u−1 : X 99K Y n’est donc autre que la transformation de
Cremona).
On peut munir X ′ des deux structures orbifoldes ge´ome´triques (logarith-
miques) :
∆ := (E + F +G) et ∆′ := (A′ +B′ + C ′).
Alors : u : (X ′|∆) → X et v : (X ′|∆′) → Y sont des morphismes or-
bifoldes e´le´mentaires, puisque le support de ∆ (resp. ∆′) est u-exceptionnel
(resp. v-exceptionnel).
De plus, u : X ′ = (X ′|0) → X et v : X ′ → Y sont des morphismes
orbifoldes e´le´mentaires, par de´finition meˆme.
Donc, l’identite´ ensembliste 1X′ : (X
′|∆) → X ′ = (X ′|0) et
1X′ : (X
′|∆′) → X ′ sont des morphismes orbifoldes birationnels (non
e´le´mentaires).
Par suite, (X ′|∆) et (X ′|∆′) sont birationnellement e´quivalentes.
Soit maintenant ∆” := sup(∆,∆′) = (A′+B′+C ′+E+F +G) : c’est un
diviseur orbifolde (logarithmique) sur X ′. De plus, κ(X ′|∆”) = κ(X/D) = 0,
si D := (A + B + C). Donc (X ′|∆”) n’est birationnellement e´quivalent ni a`
(X ′|∆) ni a` (X ′|∆′), puisque κ(X ′|∆) = κ(X|0) = −∞.
Si l’orbifolde ge´ome´trique lisse (Z|∆Z) domine (par des morphismes or-
bifoldes) g : (Z|∆Z) → (X
′|∆) et g′ : (Z|∆Z) → (X ′|∆′), elle domine
aussi (X ′|∆”). En effet, on a, ensemblistement g = g′. Si E ′ ∈ W (X ′),
si H ∈ W (Z), et si g∗(E ′) = t.H + . . . , avec t > 0, on a : t.mZ(F ) ≥
sup{m∆(E
′), m∆′(E ′)}, par hypothe`se. Mais c’est justement la conclusion
cherche´e.
Donc κ(Z|∆Z) ≥ κ(X
′|∆”) = 0, et (Z|∆Z) n’est pas birationnelle a`
(X ′|∆).
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Exemple 2.32 Transformation e´le´mentaire. Le phe´nome`ne pre´ce´dent
existe aussi pour les orbifoldes ge´ome´triques a` multiplicite´s (entie`res) finies.
Soit B une courbe elliptique, et b ∈ B. Soit p : X → B une surface
ge´ome´triquement re´gle´e. On note P1 ∼= F := p−1(b) la fibre de p au-dessus de
b. Soit a ∈ F un point arbitraire.
Soit t : X”→ X l’e´clatement de X en a, F” la transforme´e stricte de F
dans X”, et E” le diviseur exceptionnel de t au-dessus de a. Soit t′ : X”→ X ′
la contraction de la (−1)-courbes F” dans X”, et E ′ ⊂ X ′ l’image de E” dans
X ′ par t′. Soit b′ : X ′ → B la fibration telle que p′◦t′ = p◦t. Et E ′ = (p′)−1(b).
Soit m > 1 un entier. On munit X” de deux diviseurs orbifolde ∆i, avec
∆1 := (1−
1
m
).[F”], et ∆2 := (1−
1
m
).[E”]. On a donc :
∆” := sup{∆1,∆2} = (1−
1
m
).[E” + F”].
On ve´rifie imme´diatemment que ∆1 et ∆2 sont bime´romorphiquement
e´quivalentes (a` (X ′|0) et (X|0) respectivement, et donc aussi a` (X”|0)).
On en de´duit que h0(X”|∆i, S
N(Ω1(X”|∆i))) = 1, ∀N > 0.
Par ailleurs, t : (X”|∆”) → (X|∆+) est un morphisme orbi-
folde e´le´mentaire si ∆+ := (1 − 1
m
).[F1 + F2]. D’ou` l’on de´duit que :
h0(X”|∆”, SN(Ω1(X”|∆”))) = h0(B, SN(Ω1(B|∆B))) ∼= N.(1 −
1
m
), puisque
p : (X”|∆”)→ (B|∆B) est un morphisme orbifolde, si ∆B := (1−
1
m
).{b}.
En particulier, (X”|∆”) n’est pas bime´romorphe a` (X”|∆i), puisque
l’e´quivalence bime´romorphe pre´serve les sections de SN(Ωq).
Remarquons que l’on peut faire de tels exemples au-dessus d’une courbe B
de genre g ≥ 1 quelconque, et au-dessus de B = P1 si on fait des e´clatements
au-dessus d’un nombre suffisant de points bi.
Remarque 2.33 Dans les deux exemples pre´ce´dents, nous avons deux or-
bifoldes lisses (X|∆j), j = 1, 2 birationnellement e´quivalentes, mais non
birationnellement e´quivalentes a` (X|∆+), si ∆+ := sup{∆1,∆2}. Obser-
ver cependant qu’elles sont birationnellement e´quivalentes a` (X|∆−), si
∆− := inf{∆1,∆2}. Cette observation pourrait peut-eˆtre permettre de de´crire
l’e´quivalence birationnelle orbifolde a` l’aide d’une unique relation binaire
(e´gale a` la relation d’e´quivalence qu’elle engendre, en remplac¸ant X par une
modification g : X ′ → X, et ∆ par ∆′ sur X ′, minimale ade´quate telle que
(X ′|∆′) soit birationnelle a` (Xi|∆i), i = 1, 2). Le principe e´tant de dominer
les Xi, mais de diminuer les ∆i.
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2.12 Restriction a` une sous-varie´te´.
Definition 2.34 Soit (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, et j : V → Y
l’inclusion d’une sous-varie´te´ 16non contenue dans le support de ∆. Soit j′ :
V ′ → V une re´solution de V , telle que (j′)−1(supp(∆)) soit un diviseur de
V ′ a` croisements normaux. Soit ∆′ un diviseur orbifolde sur V ′, de support
contenu dans (j′)−1(supp(∆)).
L’orbifolde ge´ome´trique (V ′|∆′) est une restriction de ∆ a` V si j′ :
(V ′|∆′)→ (Y |∆) est un morphisme orbifolde, et si ∆′ est le plus petit diviseur
orbifolde sur V ′ tel que j′ soit un morphise orbifolde17.
Exemple 2.35 Un cas particulier est celui dans lequel V est une courbe
lisse, et rencontre transversalement en des points lisses le diviseur Supp(∆).
Dans ce cas, il existe une restriction ∆V de ∆ a` V , obtenue en affectant
chacun des points d’intersection de V avec Supp(∆) de la ∆-multiplicite´ de
l’unique composante irre´ductible de Supp(∆) a` laquelle appartient ce point.
On a donc simplement : ∆V := j
∗(∆) dans ce cas. On dit alors que ∆ est
transverse a` V , et que l’orbifolde (V |∆V ) est la restriction transverse
de ∆ a` V .
Proposition 2.36 Soit (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, et j : V →
Y l’inclusion d’une sous-varie´te´ non contenue dans le support de ∆. Soit
(V ′|∆V ′) une restriction de ∆ a` V .
1. Si u : V ”→ V ′ est une modification propre telle que (j′◦u)−1(supp(∆))
est a` croisements normaux, et si (V ”|∆V ”) est la restriction de ∆ a` V de
support V ”, alors u∗(∆V ”) = ∆V ′ (mais u n’est pas un morphisme orbifolde
en ge´ne´ral).
2. Deux restrictions de ∆ a` V sont e´gales si V est une courbe. On l’ap-
pellera donc la restriction de ∆ a` V .
De´monstration : Assertion 1. Montrons que u∗(∆V ”) = ∆V ′. Soit donc
F ′ ∈ W (V ′) et E ∈ W (Y ) choisi tel que (j′)∗(E) = t.F ′ + ...., avec t > 0 et
t.m∆V ′ (F
′) = m∆(E), l’e´galite´ re´sultant de la minimalite´ de ∆V ′ . Si F” ∈
W (V ”) est le transforme´ strict de F ′ dans V ”, on a donc : (j′◦u)∗(E) = t.F”+
...., et par hypothe`se, t.m∆V ”(F”) ≥ m∆(E). Doncm∆V ”(F”) ≥ m∆V ′ (F
′), et
16ie : un sous-ensemble analytique ferme´ irre´ductible.
17On peut formuler cette notion de restriction de fac¸on analogue pour les morphismes
divisibles.
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puisque ∆V ” est minimale, on a e´galite´, puisque m∆V ”(F”) := inf{m∆(E)/t},
pour E, t comme ci-dessus. Donc u∗(∆V ”) = ∆V ′ .
Assertion 2. Re´sulte de l’assertion 1 si V est une courbe 
Dans le cas d’une courbe, on peut calculer comme suit la restriction (par
application directe des de´finitions) :
Proposition 2.37 Soit (X|∆) une orbifolde lisse, X compacte connexe, et
f : C → X un morphisme, birationnel sur son image, d’une courbe lisse et
compacte connexe C telle que V := f(C) ne soit pas contenue dans Supp(∆).
Alors, pour tout point a ∈ C, la multiplicite´ de a dans la restriction minimale
de ∆ a` C est m(a) := supj∈J(a){
mj
tj,a
}, si ∆ :=
∑
j(1 −
1
mj
).Dj, J(a) :=
{j|f(a) ∈ Dj}, et f
∗(Dj) = tj,a.{a}+ . . . , pour j ∈ J(a)18.
On peut e´galement calculer la restriction en situation immerge´e. Nous
traitons le cas d’une courbe.
The´ore`me 2.38 Soit (X|∆) une orbifolde lisse, X compacte. Soit V ⊂ X
une courbe compacte et irre´ductible non contenue dans Supp(∆). Il existe
une modification propre u : X ′ → X telle que les proprie´te´s A et B suivantes
soient satisfaites :
A. le diviseur u−1(Supp(∆)) est a` croisements normaux sur X ′, qui est
lisse.
B. La transforme´e stricte V ′ de V dans X ′ est lisse, et chacun de ses
points d’intersection avec u−1(Supp(∆)) est un point lisse de ce diviseur
(donc contenu dans une unique composante irre´ductible de u−1(Supp(∆)))
en lequel l’intersection est transversale.
On munira alors X ′ du diviseur orbifolde ∆′ minimum tel que u :
(X ′|∆′) → (X|∆) soit un morphisme orbifolde bime´romorphe e´le´mentaire.
On notera que Supp(∆′) ⊂ u−1(Supp(∆)). Dans cette situation, on dira que
la modification u : (X ′|∆′)→ (X|∆) est transverse a` V .
Alors : la restriction (transverse) de ∆′ a` V ′ est e´gale a` la restriction de
∆ a` V .
De´monstration : L’existence de u est une conse´quence des the´ore`mes
d’Hironaka. On note : ∆ :=
∑
j(1 −
1
mj
).Dj . Soit a ∈ V
′ un point d’inter-
section, transversale, avec une unique composante E de u−1(Supp(∆)). On
18Dans Georbdiv, on a : m(a) := ppcmj∈J(a){
mj
pgcd(mj,tj,a)
}.
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a donc : m(E) = maxj∈J(E){
mj
tj,E
}, avec : J(E) := {j tels que : u(E) ⊂ Dj},
et u∗(Dj) = tj,E.E + . . . , pour j ∈ J(E).
On note : J(a) := {j tels que : u(a) ∈ Dj}.
On a donc : J(a) = J(E), puisque u(a) ∈ u(E) ⊂ Supp(∆).
La multiplicite´ de a dans la restriction de ∆ est :m(a) := maxj∈J(a){
mj
sa,j
},
tandis que celle de a dans la restriction de ∆′ est : m′(a) := maxj∈J(a){
mj
tj,E
}.
On note ν : V ′ → X la restriction de u a` V ′, qui coincide donc avec
l’injection de V dans X compose´e avec la normalisation de V . On a, pour
tout j tel que ν(a) ∈ Dj, pour les nombres d’intersection locaux en a :
sa,j := V
′.ν∗(Dj) = V ′.u∗(Dj) = V ′.tj,E.E) = tj,E,
par les conditions de transversalite´ et d’unicite´ A et B ci-dessus.
L’e´galite´ pre´ce´dente montre que les deux multiplicite´s m(a) et m′(a) coin-
cident donc 
Remarque 2.39 La restriction ne commute pas avec l’e´quivalence
bime´romorphe. Soit u : (X ′|∆) → (X|∆) un morphisme orbifolde
bime´romorphe e´le´mentaire, et V une courbe lisse rencontrant transversale-
ment le support de ∆. En ge´ne´ral, les restrictions de ∆ a` V et de ∆′ a`
V ′ ne coincident pas. (Conside´rer par exemple X = P2,∆ = 0, V = une
droite, et u : X ′ → P2 l’e´clatement d’un point de V , E le diviseur ex-
ceptionnel, ∆′ := (1 − 1
m
).E,m > 1). Meˆme si V est une courbe, et si
v : (X ′|∆′) → (X|∆) est un morphisme orbifolde bime´romorphe, avec ∆′
minimale rendant v un morphisme orbifolde, il peut se faire que les restric-
tions de ∆′ a` V ′ et de ∆ a` V ne coincident pas (si ∆′ n’est pas transverse a`
V ′). Voir l’exemple 5.18.
2.13 Restriction a` une courbe ge´ne´rique d’une famille
couvrante.
Definition 2.40 Soit (Ct)t∈T une famille analytique de courbes complexes
compactes de la varie´te´ X. On suppose T compact, normal et irre´ductible, et
Ct irre´ductible et re´duite pour t ∈ T ge´ne´rique. On note Z ⊂ T×X le graphe
d’incidence (T -propre et T -connexe). On note p : Z → X et q : Z → T , les
projections. La famille est dite couvrante si p est surjective.
La famille est dite sans point-base si, pour tout A ⊂ X, analytique
ferme´ de codimension au moins 2, Ct ne rencontre pas A, pour t ∈ T
ge´ne´rique.
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Remarquons que si (Ct)t∈T est comme ci-dessus, il existe une modification
u : X ′ → X telle que la famille (C ′t)t∈T de courbes de X
′ dont le membre
ge´ne´rique est la transforme´e stricte de Ct pour t ∈ T ge´ne´rique soit sans
point-base sur X ′. On obtient X ′ en aplatissant le morphisme propre p : Z →
X, et en prenant pour graphe d’incidence de la famille (C ′t)t∈T la composante
principale de Z ×X X
′. L’absence de points-base est pre´serve´e pour toute
famille obtenue sur une modification de X ′, que l’on supposera lisse.
Soit alors donne´, de plus, un diviseur orbifolde ∆ sur X, tel que (X|∆)
soit lisse. On supposera aussi, quitte a` modifier X ′, que les proprie´te´s sui-
vantes sont satisfaites :
A. le diviseur u−1(Supp(∆)) est a` croisements normaux.
B. Pour t ∈ T ge´ne´rique, C ′t est lisse, et chacun de ses points d’intersec-
tion avec u−1(Supp(∆)) est un point lisse de ce diviseur (donc contenu dans
une unique composante irre´ductible de u−1(Supp(∆)) en lequel l’intersection
est transversale.
On munira alors X ′ du diviseur orbifolde ∆′ minimum tel que u :
(X ′|∆′)→ (X|∆) soit un morphisme orbifolde bime´romorphe e´le´mentaire.
On notera que Supp(∆′) ⊂ u−1(Supp(∆)), et que la restriction transverse
de ∆′ a` C ′t est bien de´finie pour t ∈ T ge´ne´rique (par la condition B de
transversalite´). On dira que la modification u est transverse a` la famille
T .
The´ore`me 2.41 Si (Ct)t∈T est une famille analytique de courbes de X
comme ci-dessus, si (X|∆) est lisse, fixe´e, et si u : (X ′|∆′) → (X|∆) est
une modification choisie comme ci-dessus, alors la restriction de ∆′ a` C ′t
coincide avec la restriction minimale de ∆ a` Ct (de´finie comme en 2.36 et
2.37).
De´monstration : C’est une conse´quence de 2.38, applique´e au membre
ge´ne´rique C ′t de la famille 
Remarque 2.42 Le re´sultat pre´ce´dent et sa de´monstration (aux modifica-
tions usuelles pre`s) restent valables dans Georbdiv.
2.14 Fibres orbifoldes d’une fibration me´romorphe.
Definition 2.43 Soit f : (X|∆) → Y une fibration (propre). On suppose
l’orbifolde ge´ome´trique (X|∆) lisse. On de´finit alors la fibre ge´ne´rique or-
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bifolde (X|∆)y := (Xy|∆y) comme e´tant, pour y ∈ Y ge´ne´rique, la restric-
tion de ∆ a` Xy := f
−1(y). C’est-a`-dire que si ∆ =
∑
D∈W (X)(1−
1
m∆(D)
).D,
on a : ∆y :=
∑
D∈W (X)(1−
1
m∆(D)
).(D ∩Xy).
Le the´ore`me de Sard montre alors que (Xy|∆y) est lisse.
Definition 2.44 On dit que f et f ′ sont (bime´romorphiquement)
e´le´mentairement e´quivalentes s’il existe un diagramme commutatif :
(Y ′|∆′) v //
f ′

(Y |∆)
f

X ′
u // X
dans lequel u, v sont bime´romorphes, et v un morphisme orbifolde tel que
v∗(∆′) = ∆.
Plus ge´ne´ralement, f et f ′ sont e´quivalentes (on note alors : f ∼ f ′) si
elles le sont pour la relation d’e´quivalence engendre´e par de tels diagrammes.
Proposition 2.45 Si f : (X|∆)→ Y et f ′ : (X ′|∆′)→ Y ′ sont deux fibra-
tions bime´romorphiquement e´quivalentes, et si (X|∆) et (X ′|∆′) sont lisses,
leurs fibres orbifoldes ge´ne´riques correspondantes sont bime´romorphiquement
e´quivalentes.
De´monstration. Il suffit de de´montrer l’assertion lorsque f et f ′ sont
e´le´mentairement e´quivalentes. Dans ce cas, il suffit de choisir x ∈ X tel que
les fibres orbifoldes de f et f ′ au-dessus de x soient lisses. Alors v induit une
e´quivalence orbifolde e´le´mentaire entre ces deux fibres 
Remarque 2.46 Par contre, si f n’est pas presque-holomorphe19, la fibre
orbifolde ge´ne´rique (Xy|∆Xy) de f n’est pas bien de´finie, a` e´quivalence
orbifolde pre`s, et sa dimension canonique de´pend en ge´ne´ral du mode`le
bime´romorphe (X|∆) choisi. Conside´rer, par exemple, f : X := P2 99K P1
la fibration de´finie par les coniques passant par 4 points aj ∈ P
2 en position
ge´ne´rale. Les fibres de cette fibration sont donc les coniques de la famille, sans
structure orbifolde. Si l’on e´clate les points aj, et si l’on de´note par Aj les divi-
seurs exceptionnels de cet e´clatement, alors la fibration f ′ : X ′ → P1 obtenue
19Voir de´finition 8.16.
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est holomorphe. Munissant X ′ de la structure orbifolde ∆′m :=
∑
j(1−
1
m
).Aj,
les fibres lisses de f ′ rencontrent transversalement les Aj, et sont donc mu-
nies de la structure orbifolde induite consistant en quatre points munis de la
multiplicite´ m, et leur dimension canonique est donc −∞ (resp. 0, resp. 1)
si m = 1 (resp. m = 2, resp. m ≥ 3). Observer que, pour tout m, (X|0) et
(X ′|∆′m) sont cependant bime´romorphes.
Pour les fibres ge´ne´riques d’une application me´romorphe, nous allons ce-
pendant de´finir une notion de restriction, unique a` e´quivalence bime´romorphe
pre`s, si (X|∆) est fixe´e (mais cette restriction de´pend, a` e´quivalence
bime´romorphe orbifolde pre`s) du choix de (X|∆), comme le montre 2.46.
Proposition 2.47 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec X com-
pacte et connexe. Soit f : X 99K Y une application me´romorphe surjective a`
fibres ge´ne´riques Xy connexes
20. On peut alors de´finir alors la restriction de
∆ a` Xy comme la restriction de ∆
′ a` la fibre ge´ne´rique de f ′ : (X ′|∆′)→ Y si
g : (X ′|∆′)→ (X|∆) est un morphisme orbifolde bime´romorphe e´le´mentaire
tel que f ′ := f ◦ g soit holomorphe. Cette restriction ge´ne´rique est alors bien
de´finie a` e´quivalence bime´romorphe orbifolde pre`s.
De´monstration : Soit g : (X ′|∆′) → (X|∆) un morphisme orbifolde
bime´romorphe e´le´mentaire (avec (X ′|∆′) lisse) tel que f ′ := f ◦ g : X ′ → Y
soit holomorphe. On note ∆y la restriction de ∆ a` X
′
y (au sens usuel de 2.43).
Alors gy : (X
′
y|∆
′
y) est une restriction de ∆ a` Xy, minimale si ∆
′ est mini-
mal rendant g un morphisme orbifolde. Il nous suffit donc de montrer que
si v : Y ′ → Y est une modification propre, et h : (X”|∆”) → (X ′|∆′) une
modification orbifolde bime´romorphe e´le´mentaire telle que f” := v−1 ◦f ′ ◦h :
X” → Y ′ soit holomorphe, alors (Xy”|∆y”) → (X ′y → ∆
′
y) est un mor-
phisme orbifolde bime´romorphe (e´le´mentaire si ∆” et ∆′ sont minimales
rendant g et h des morphismes orbifoldes. Remarquer que si D”min est mi-
nimal rendant g ◦ h un morphisme orbifolde, alors (X”|∆”) et (X”|∆”min)
sont bime´romorphiquement e´quivalentes). C’est une ve´rification imme´diate,
puisque h∗ et ry commutent, si ry de´signe la restriction des diviseurs au-dessus
de Xy 
20La fibre ge´ne´rique Xy est l’image sur X de la fibre correspondante du graphe de f .
Elle est bien de´finie et inde´pendante de X, f, Y , a` e´quivalences bime´romorphes pre`s.
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Remarque 2.48 1. Lorsque f est presque holomorphe (ie : si le lieu d’in-
determination de f ne rencontre pas sa fibre ge´ne´rique Xy), alors (Xy|∆y)
est de´ja` une restriction de ∆ a` Xy (par le the´ore`me de Sard-Bertini).
2. Les notions relatives aux fibres (orbifoldes) se comportent de manie`re
“duale” de celles relatives aux bases (orbifoldes, de´finies dans le §3 suivant) :
les fibrations inte´ressantes sont celles dont les fibres ont une dimension cano-
nique petite (0,−∞), ou sont ∆-rationnelles (voir §5), ou celles dont la base
est de type ge´ne´ral ou du moins de dimension canonique nulle ou positive.
Ceci justifie la de´finition suivante :
Definition 2.49 Soit f : (X|∆) 99K Y une fibration me´romorphe, avec
(X|∆) lisse et X compacte et connexe. On dit que la fibre orbifolde ge´ne´rique
(note´e (Xy|∆y)) posse`de la proprie´te´ P s’il existe une fibration holomorphe
f ′ : (X ′|∆′) → Y ′ bime´romorphiquement e´quivalente a` f (avec, bien suˆr,
(X ′|∆′) lisse), et dont la fibre orbifolde ge´ne´rique posse`de la proprie´te´ P .
Remarque 2.50 1. Les proprie´te´s P que nous conside`rerons sont les sui-
vantes : κ = 0, κ = −∞, κ+ = −∞, ou bien : ∆-unire´gle´e ou ∆-
rationnellement connexe, ou encore : eˆtre “spe´ciale”. Voir le §5 et le §7 pour
ces six dernie`res notions.
2. Dans cette situation, il n’est pas toujours vrai que pour les proprie´te´s P
pre´cedentes, et pour tout mode`le bime´romorphe holomorphe f” : (X”|∆”)→
Y ” de f les fibres orbifoldes ge´ne´riques posse`dent encore la proprie´te´ P . Voir
l’exemple 2.46.
3. Cependant, cette proprie´te´ P sera pre´serve´e sur tout mode`le
bime´romorphe pour les trois fibrations fondamentales que nous construirons
et conside´rerons ici :
La fibration de Moishezon-Iitaka (P est : κ = 0) (voir le the´ore`me 2.22).
Le quotient κ-rationnel (P est : κ+ = −∞). En effet cette fibration est
presque-holomorphe (si l’orbifolde conside´re´e est finie). Voir §6.5.
Le “coeur” : ( P est : eˆtre spe´ciale). En effet : le “coeur” est toujours
presque-holomorphe. Voir le the´ore`me 9.1.
En effet, lorsque κ(f |∆) ≥ 0, et si (X|∆) est finie, toutes les mode`les
bime´romorphes de (f |∆) ont un mode`le bime´romorphe presque-holomorphe,
et les fibres orbifoldes ge´ne´riques ont donc une classe d’e´quivalence
bime´romorphe bien de´finie. La meˆme conclusion est vraie (sans restriction
de finitude si (f |∆) est de type ge´ne´ral. Voir le §8.4.
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2.15 Re´solution d’une orbifolde ge´ome´trique.
On peut de´finir comme suit la notion de mode`le lisse d’une orbifolde
ge´ome´trique arbitraire (X|∆) , de´finie sur un espace complexe normal X
alge´briquement Q-factoriel, c’est-a`-dire tel que tout diviseur de Weil sur X
soit Q-Cartier. On note Sing(X) le lieu singulier de X .
Soit ∆ =
∑
j(1 −
1
mj
).Dj un diviseur orbifolde de X de support D, ou`
mj ∈ (Q ∪∞), ∀j.
Definition 2.51 Une re´solution p : (Y |∆Y ) → (X|∆) de l’orbifolde
ge´ome´trique (X|∆) est une de´singularisation p : Y → X de X telle
que p−1(D ∪ Sing(X)) soit un diviseur a` croisements normaux sur Y ,
et (Y |∆Y ) une orbifolde ge´ome´trique lisse de Y de support contenu dans
p−1(D ∪ Sing(X)), telle que :
1. p∗(∆Y ) = ∆, et :
2. p : (Y |∆Y )→ (X|∆) soit un morphisme orbifolde
21.
Remarque 2.52
1.Si p : (Y |∆Y ) → (X|∆) et p : (Z|∆Z) → (X|∆) sont deux telles
re´solutions, et si u : V → Y et v : V → Z sont bime´romorphes (propres),
, telles que les images re´ciproques de (D ∪ Sing(X)) par p ◦ u et p ◦ v
soient des diviseurs a` croisements normaux, il existe alors une plus pe-
tite orbifolde ge´ome´trique ∆V sur V telle que u : (V |∆V ) → (Y |∆Y ) et
v : (V |∆V ) → (Z|∆Z) soient des morphismes orbifoldes bime´romorphes,
de sorte que p ◦ u : (V |∆V ) → (X|∆) et p ◦ v : (V |∆V ) → (X|∆)
sont aussi des re´solutions. En ge´ne´ral, u et v ne sont pas des morphismes
bime´romorphes e´le´mentaires, et il n’est donc pas e´vident que (Y |∆Y ) et
(Z|∆Z) soient bime´romorphiquement e´quivalentes (dans la classe des orbi-
foldes ge´ome´triques lisses). Voir cependant la question 2.53 ci-dessous.
2. Lorsque X n’est pas Q-factorielle, la notion de re´solution d’une or-
bifolde ge´ome´trique n’est pas de´finie ici (et il ne semble pas imme´diat d’en
donner une de´finition naturelle). La situation est donc, ici encore, analogue
a` celle des re´solutions logarithmiques du programme des (Log) mode`les mini-
maux.
3. La notion de re´solution de´finie ici sera utilise´e pour definir les orbi-
foldes l.c ou klt.
21au sens divisible si l’on est dans Georbdiv.
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Question 2.53 Soit p : (Y |∆Y ) → (X|∆) une re´solution d’une orbifolde
ge´ome´trique, avec X Q-factorielle.
Pour tous N > 0, q > 0, le faisceau SN(Ωq(X|∆)) := p∗(SN(Ωq(Y |∆Y ))
est-il inde´pendant de la re´solution p ?
Si oui, alors : p∗(H0(X,SN(Ωq(X|∆)))) = H0(Y, (SN(Ωq(Y |∆Y )))) est
inde´pendant de la re´solution choisie, pour tous N, q.
2.16 Orbifoldes ge´ome´triques log-canoniques et klt
Ces notions sont de´finies comme dans le cadre du PMML (=LMMP en
Anglais), avec la condition additionnelle de Q-factorialite´. Il est crucial de
pouvoir e´tendre a` ce cadre e´largi les re´sultats du pre´sent texte.
Definition 2.54
• L’orbifolde ge´ome´trique (X|∆) est dite log-canonique si :
1. X est Q-factorielle.
2. Le faisceau ωX = KX est Q-Cartier.
3.Pour toute (ie : pour une) re´solution p : (Y |∆Y ) → (X|∆), on a :
KX +∆Y ≥ p
∗(KX +∆).
• L’orbifolde ge´ome´trique (X|∆) est dite klt si, pour une (ie : pour toute)
re´solution p : (Y |∆Y ) → (X|∆), on a : (KX + ∆Y )− p
∗(KX +∆) := E est
un diviseur effectif supporte´ sur le diviseur exceptionnel de p tout entier.
Exemple 2.55 Les orbifoldes ge´ome´triques lisses sont log-canoniques, et klt
si les multiplicite´s sont finies.
Remarque 2.56 Soit p : (Y |∆Y ) → (X|∆) une re´solution d’une orbifolde
ge´ome´trique log-canonique. Alors p∗(H0(X,N(K(X|∆))) = H0(Y,N.K(Y |∆Y ))
est inde´pendant de la re´solution choisie, pour tous N > 0. Ceci re´sulte de
2.18.
Question 2.57 Supposons que (X|∆) soit une orbifolde ge´ome´trique log-
canonique, et que les faisceaux SN(Ωq(X|∆))) soient biens de´finis (ie :
inde´pendants de la re´solution de (X|∆), comme dans 2.53). Les faisceaux
SN(Ωq(X|∆))) sont-ils alors re´flexifs ?
Pour q = n := dim(X), c’est une conse´quence de la de´finition. Lorsque
q = 1, ou q = (n − 1), et si N = 1, une re´ponse positive est fournie dans
[G-K-K].
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3 BASE ORBIFOLDE
Nous allons ici de´finir la base orbifolde d’une fibration, en e´tablir certaines
proprie´te´s bime´romorphes et calculer celle d’une compose´e. Les re´sultats sont
e´tablis et e´nonce´s dans la cate´gorie GeorbQ (voir 3.2 ci-dessous), mais res-
tent valables, ainsi que leurs de´monstrations (en y remplac¸ant ine´galite´ par
divisibilite´), dans Georbdiv.
3.1 Base orbifolde d’un morphisme
Definition 3.1 On appellera morphisme toute application f : Y → X,
holomorphe propre et surjective, entre espaces analytiques complexes Y,X
normaux. Une fibration est un morphisme a` fibres connexes.
Soit ∆Y := ∆ un diviseur orbifolde sur Y .
On note m(∆Y ) : W (Y )→ Q ∪ {∞} := Q¯ la multiplicite´ de ∆Y .
Si D ∈ W (X), et si f : Y → X est un morphisme, on e´crit : f ∗(D) =∑
j∈J(f,D)mj .Dj+R, ou` R est le plus grand diviseur de X de support contenu
dans f ∗(D), et f -exceptionnel (ie : tel que la codimension de f∗(R) dans Y
soit au moins 2). Remarquer que les entiers mj sont bien de´finis, meˆme si X
n’est pas Q-factorielle.
Definition 3.2 (Voir [Ca04, 1.29, p. 523]) Soit (Y |∆Y ) une orbifolde
ge´ome´trique. La base orbifolde (X|∆(f,∆Y )) du morphisme f : (Y |∆Y )→
X est l’orbifolde ge´ome´trique (X|∆(f,∆Y )) de´finie par la multiplicite´
m(f,∆Y ) : W (X) → Q ∪ {∞} telle que, pour tout D ∈ W (X) :
m(f,∆Y ;D) := infj∈J(f,D){mj .m∆Y (Ej)}.
Lorsque ∆Y = 0, ∆(f, 0) est simplement note´e ∆(f).
La de´finition pre´ce´dente est celle des cate´gories GeorbQ et GeorbZ (voir
de´finition 2.4).
Dans Georbdiv, on remplace :
m(f,∆Y ;D) := infj∈J(f,D){mj.m∆Y (Ej)} ci-dessus par :
m(f,∆Y ;D) := pgcdj∈J(f,D){mj .m∆Y (Ej)}.
On pre´cisera si ne´cessaire la cate´gorie conside´re´e en notant :
(X|∆(f,∆Y ))
∗, ou : ∆(f,∆Y ))∗, avec : ∗ = Z,Q, div selon le cas.
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Remarque 3.3
1. Meˆme si X et (Y |∆Y ) sont lisses, (X|∆(f,∆Y )) n’est pas lisse, en
ge´ne´ral.
2. Si f : (Y |∆) → (X|∆′) est un morphisme orbifolde, on a : ∆′ ≤
∆(f,∆). En ge´ne´ral, si X est lisse, f : (Y |∆) → (X|∆(f,∆)) n’est pas un
morphisme orbifolde (a` cause des diviseurs f -exceptionnels de Y , ne´glige´s
dans la de´finition de ∆(f,∆Y )). Si f est un morphisme fini, c’est cepen-
dant le cas (ceci re´sulte de 3.13, assertion 2, ci-dessous). On peut tou-
jours, en augmentant les multiplicite´s des diviseurs f -exceptionnels, faire de
f : (Y |∆+Y )→ (X|∆(f,∆)) un morphisme orbifolde sans changer ∆(f,∆).
3. Si X est une courbe (lisse), f : (Y |∆)∗ → (X|∆(f,∆Y )∗) est un mor-
phisme dans la cate´gorie Georb∗, avec ∗ = Z,Q, div, puisqu’il n’y a alors
pas de diviseur f -exceptionnel. Dans ce cas, (X|∆(f,∆Y )
∗ est aussi la plus
grande structure orbifolde sur X rendant f un morphisme dans la cate´gorie
Georb∗.
4. Si f = g ◦ h, avec h : Y → X ′ une fibration, et g : X ′ → X finie
(donc g ◦ h est la factorisation de Stein du morphisme f), alors : ∆(f,∆) =
∆(g,∆(h,∆)) peut eˆtre calcule´e en 2 e´tapes. (Ceci re´sulte aussi de 3.13 ci-
dessous). Si g n’est pas finie, on a seulement : ∆(f,∆) ≥ ∆(g,∆(h,∆)).
Voir ci-dessous pour les cas d’e´galite´.
5. La de´finition 3.2 est motive´e, entre autres, par la proprie´te´ suivante
([Ca04, 1.30]) : si ∆Y = ∆(g), pour une fibration g : Z → Y , alors
∆(f,∆Y ) = ∆(f,∆(g)) ≥ ∆(f ◦ g), la diffe´rence provenant des diviseurs
de Z qui sont g-exceptionnels, mais non f ◦ g-exceptionnels. Sur des mo-
difications ade´quates de Z,X et Y , on obtient ([Ca04, 1.31]) des fibrations
g′ : Z ′ → Y ′, f ′ : Y ′ → X ′ telles que ∆(f ′ ◦ g′) = ∆(f ′,∆(g′)).
Nous allons ge´ne´raliser cette relation au cas ou` l’on a un diviseur orbifolde
initial sur Z. Les arguments sont cependant essentiellement les meˆmes. Pour
cela, quelques re´sultats pre´liminaires doivent eˆtre e´tablis.
Lemme 3.4 Soit v, f, f ′ = f ◦ v des applications holomorphes, avec v :
(Y ′|∆′)→ (Y |∆) un morphisme orbifolde bime´romorphe tel que ∆ = v∗(∆′) :
(Y ′|∆′) v //
f ′
%%K
KK
KK
KK
KK
K
(Y |∆)
f

X
Alors : ∆(f,∆) = ∆(f ′,∆′).
De´monstration : Soit D ∈ W (X), alors :
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f ′∗(D) = v∗(f ∗(D)) = v∗(
∑
jmj .Dj + R) =
∑
jmj .(v
∗(Dj)) + v∗(R) =∑
jmj .Dj +
∑
(j,h)mj .n(j,h)E(j,h) + v
∗(R) =
∑
jmj .Dj + R
′, ou` Dj est le
transforme´ strict de Dj par v. Bien suˆr, v
∗(R) est f ′-exceptionnel.
D’autre part, puisque v est un morphisme orbifolde, on a, pour tous (j, h) :
n(j,h).m
′(E(j,h)) ≥ m(Dj),
et donc : n(j,h).mj .m
′(E(j,h)) ≥ mj .m(Dj). On a note´ m : W (Y )→ Q¯, et m′ :
W ′(Y )→ Q¯ les fonctions de multiplicite´ associe´es a` ∆ et ∆′ respectivement.
Puisque v∗(∆′) = ∆, on a de plus : m(Dj) = m′(Dj).
Notant mf et m
′
f les multiplicite´s de´finissant ∆(f,∆) et ∆(f
′,∆′) respec-
tivement, on a donc :
(1) mf (D) = infj{mj .m(Dj)}
tandis que :
(2) m′f (D) = inf(j,h){mj .m
′(Dj), mj.n(j,h).m′(E(j,h))}
On de´duit alors des relations (1) et (2) pre´ce´dentes que mf (D) = m
′
f (D),
ce qui est l’assertion du lemme 
Corollaire 3.5 Dans la situation du lemme 3.4 pre´ce´dent, si h : X →W est
une application holomorphe, avec W lisse, alors ∆(h ◦ f ′,∆′) = ∆(h ◦ f,∆)
est inde´pendant de ∆′, avec ∆ = v∗(∆′), v e´tant un morphisme d’orbifoldes
ge´ome´triques.
Lemme 3.6 Supposons que, dans le diagramme commutatif suivant, w et
g soient des morphismes orbifolde, que w et v soient bime´romorphes, et que
les varie´te´s conside´re´es soient Q-factorielles, connexes et compactes.
(Z ′|∆′) w //
g′

(Z|∆)
g

Y ′
v // Y
Alors : v : (Y ′|∆(g′,∆′))→ (Y |∆(g,∆)) est un morphisme orbifolde. De
plus, si w∗(∆′) = ∆, alors v∗(∆(g′,∆′)) = ∆(g,∆).
De´monstration : Soit E ∈ W (Y ), E ′ ∈ W (Y ′) tels que :
v∗(E) = s.E ′ + . . . , avec s ≥ 1.
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On veut montrer que s.m′g(E
′) ≥ mg(E), simg, m′g de´signent les fonctions
de multiplicite´ associe´es a` ∆(g,∆) et ∆(g′,∆′) respectivement. De meˆme,
m,m′ sont celles de ∆ et ∆′.
Si g′∗(E ′) =
∑
j mj.F
′
j +R
′, on a : m′g(E
′) := infj{mj.m′(F ′j)}.
On choisit et fixe un j tel que g′(F ′j) = E
′ et mj .m′(F ′j) = m
′
g(E
′). On a
donc :
(1) (v ◦ g′)∗(E) = (g′)∗(s.E ′ + ...) = s.mj .F ′j + ...,
puisque E ′ est la seule composante irre´ductible de v∗(E) contenant g′(F ′j).
Si g∗(E) =
∑
k∈K nk.Fk, on a donc : mg(E) = infk{nk.m(Fk)}, puisque g
est un morphisme orbifolde, par hypothe`se.
Posant : w∗(Fk) = s(j,k).F ′j + . . . , on de´duit de (1), en calculant la multi-
plicite´ de F ′j dans (g ◦ w)
∗(E), utilisant g ◦ w = v ◦ g′ et le fait que w est un
morphisme orbifolde :
(2) s.mj ≥ nk.s(j,k), ∀k
On de´duit de (1) et (2) que :
s.m′g(E
′) = s.mj.m′(F ′j) ≥ nk.s(j,k).m
′(F ′j) ≥ nk.m(Fk) ≥ mg(E),
et donc la conclusion : s.m′g(E
′) ≥ mg(E) par application directe des
de´finitions ; l’avant-dernie`re ine´galite´ re´sultant du fait que w est un mor-
phisme orbifolde.
La seconde assertion re´sulte du lemme 3.4 
Remarque 3.7 La condition “g morphisme orbifolde” est essentielle. Elle
ne peut eˆtre affaiblie en : “g′ morphisme orbifolde”.
3.2 Fibrations nettes.
Definition 3.8 Soit g : (Z|∆) → Y une fibration, avec (Z|∆) et Y lisses.
On dira que g est nette (relativement a` w) s’il existe un diagramme :
(Z|∆)
w //
g

(Z ′|∆′)
Y
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dans lequel :
1. w est un morphisme orbifolde, v et w sont bime´romorphes, Z ′, Y, Y ′
lisses, et w∗(∆) = ∆′.
2. Tout diviseur g-exceptionnel de Z est w-exceptionnel.
On dira que g est nette si elle est nette relativement a` une fibration g′
comme ci-dessus.
On dira que g est nette et haute si elle est nette, et si g : (Z|∆) →
(Y |∆(g,∆)) est un morphisme orbifolde.
On dira que g est strictement nette si elle est nette, et si, de plus, sa
base orbifolde est lisse.
Exemple 3.9 Toute fibration sur une courbe est strictement nette et haute.
Proposition 3.10 Si g′ : (Z ′|∆′) → Y ′ est donne´e, il existe un diagramme
commutatif :
(Z|∆)
w //
g

(Z ′|∆′)
g′

Y
v // Y ′
tel que :
1. g : (Z|∆)→ Y est strictement nette relativement a` w.
2. g : (Z|∆)→ (Y |∆(g,∆)) est un morphisme orbifolde (ie : g est stric-
tement nette et haute).
De´monstration : On construit le diagramme commutatif ci-dessous :
Z
w1 //
g

?
?
?
?
?
?
?
?
Z1
w′ //
g1

(Z ′|∆′)
g′

Y
v // Y ′
dans lequel : v est une modification telle que le morphisme de´duit de g′
par v soit plat sur la composante pincipale ([R72]), et tel que Y soit lisse, avec
v−1(Supp(∆(g′,∆′))) soit a` croisements normaux sur Y . La de´singularisation
de Z1 fournit alors Z. On pose : w := w
′ ◦ w1. Les diviseurs g-exceptionnels
de Z sont alors w-exceptionnels, par platitude de g1. On munit Z du diviseur
orbifolde ∆ tel que w∗(∆) = ∆′. Pour les diviseurs F ∈ W (Z) qui sont w-
exceptionnels, leurs multiplicite´ peut eˆtre choisie arbitrairement assez grande.
Ceci e´tablit la premie`re assertion.
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La seconde assertion re´sulte de 3.6, si les multiplicite´s des diviseurs
g-exceptionnels de Z (qui sont donc w-exceptionnels) sont choisies assez
grandes 
Du lemme 3.6, on de´duit :
Corollaire 3.11 Supposons que, dans le diagramme commutatif suivant, w
soit un morphisme orbifolde bime´romorphe e´le´mentaire, et que g soit une
fibration haute et strictement nette, et enfin que v soit bime´romorphe.
(Z ′|∆′) w //
g′

(Z|∆)
g

Y ′
v // Y
Alors : v : (Y ′|∆(g′,∆′)) → (Y |∆(g,∆)) est un morphisme orbifolde
bime´romorphe e´le´mentaire.
En particulier, la classe d’e´quivalence bime´romorphe des bases orbifoldes
de fibrations e´quivalentes pour la relation d’e´quivalence engendre´e par de tels
diagrammes est bien de´finie (ie : est inde´pendante du repre´sentant choisi).
Question 3.12 : E´quivalence bime´romorphe des bases orbifoldes.
Soit (Z|∆) et (Z ′|∆′) deux orbifoldes lisses bime´romorphiquement
e´quivalentes, avec Z,Z ′ compactes, ka¨hler et connexes. Si g : Z → Y et
g′ : Z ′ → Y ′ sont deux fibrations bime´romorphiquement e´quivalentes (ie :
avec la meˆme famille de fibres ge´ne´riques), avec Y, Y ′ lisses, et si g et g′ sont
strictement nettes, leurs bases orbifoldes sont-elles bime´romorphiquement
e´quivalentes ?
Nous e´tablirons dans le chapitre §4 suivant une proprie´te´ plus faible,
mais centrale pour les re´sultats du pre´sent texte : l’ e´galite´ de la dimension
canonique de deux telles bases orbifoldes “stables”.
3.3 Composition de fibrations
Dans cette section, toutes les orbifoldes et varie´te´s conside´re´es sont lisses,
compactes et connexes.
On conside`re un diagramme commutatif de morphismes orbifolde entre
orbifoldes ge´ome´triques lisses (compactes et connexes). On suppose que les
fle`ches verticales sont des fibrations.
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(Z|∆)
g

Y
f

X
Proposition 3.13 Soit g : Z → Y et f : Y → X deux fibrations, avec Y,X
lisses, et ∆ un diviseur orbifolde sur Z.
On peut donc construire trois diviseurs orbifoldes : ∆Y := ∆(g,∆) sur
Y , ainsi que ∆fg := ∆(f ◦ g,∆) et ∆f/g := ∆(f,∆(g,∆)) sur X. Alors :
1. ∆(f ◦ g,∆) ≤ ∆(f,∆(g,∆)).
2. On a ∆(f ◦ g,∆) = ∆(f,∆(g,∆)) si m∆(F ) est assez grand, pour tout
F ∈ W (Z) qui est g-exceptionnel, mais non pas f ◦ g-exceptionnel.
3. Si g : (Z|∆)→ (Y |∆(g,∆)) est un morphisme orbifolde, on a : ∆(f ◦
g,∆) = ∆(f,∆(g,∆)).
De´monstration : Remarquons tout d’abord que si F ∈ W (Z) est fg-
exceptionnel, ou bien il est g-exceptionnel, ou bien g(F ) est f -exceptionnel.
Soit alors D ∈ W (X). Alors (g∗(f ∗))(D) = (
∑
j g
∗(mjEj) + g∗(R) =∑
j,hmj.nj,hFj,h+R
′. Ici R′ est fg-exceptionnel, mais aucun des Fj,h ne l’est.
Notons mfg la multiplicite´ de ∆(f ◦ g,∆), et mf/g celle de ∆(f,∆(g,∆)).
Donc : mfg(D) := infj,h{mj.nj,h.m∆(Fj,h)}. La somme porte sur les com-
posantes Fj,h de (f ◦ g)
∗(D) qui ne sont pas f ◦ g-exceptionnelles.
Par de´finition, mf/g(D) = infj,h{mj .nj,h.m∆(Fj,h)}, la somme portant sur
les composantes de (f ◦ g)∗(D) qui ne sont exceptionnelles ni pour g, ni pour
f ◦ g. D’ou` la premie`re assertion, puisque mf/g(D) ≥ mfg(D).
Pour e´tablir la seconde assertion, il suffit donc d’observer que mfg(D) =
mf/g(D). Or, pour chaque F qui est une composante g-exceptionnelle
mais non f ◦ g-exceptionnelle de (f ◦ g)∗(D), on peut choisir : m∆(F ) ≥
mj .nj,h.m∆(Fj,h), pour (au moins) une composante Fj,h = F
′ qui n’est ni g-,
ni f ◦ g-exceptionnelle, et telle que, de plus, g(F ) ⊂ g(F ′) = g(Fj,h) = Ej ,
avec : f(Ej) = D (et il existe toujours une telle F
′).
Pour e´tablir la troisie`me assertion, nous allons, pour tout diviseur F ∈
W (Z) qui est g-exceptionnel, mais non f ◦g-exceptionnel, montrer l’existence
d’un tel diviseur F ′, si g est un morphisme orbifolde.
Soit donc D := f(g(F )) ∈ W (X). Soit E ∈ W (Y ) tel que g∗(E) =
tE,F .F + . . . , avec tE,F > 0.
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Puisque g : (Z|∆)→ (Y |∆Y ) est un morphisme orbifolde, on a :
tE,F .m∆(F ) ≥ mg(E) := m∆Y (E).
De plus, il existe F ′ ∈ W (Z) tel que g(F ′) = E, et tE,F ′.m∆(F ′) = mg(E),
avec g∗(E) = tE,F ′.F ′ + . . . , par de´finition de ∆Y = ∆(g,∆).
On a donc aussi : tE,F .m∆(F ) ≥ tE,F ′.m∆(F
′).
Donc D := f ◦ g(F ) = f ◦ g(F ′). Si f ∗(D) = s.E + . . . , on a donc :
(f ◦ g)∗(D) = s.tE,F ′.F ′ + t+.F + . . . , ou` t+ ≥ s.tE,F , puisque f ∗(D) peut
avoir un support dont plusieurs composantes distinctes contiennent g(F ). Il
en re´sulte que t+.m∆(F ) ≥ s.tE,F ′.m∆(F
′) ≥ s.mg(E) ≥ mf/g(D). Puisque
ceci est vrai pour tout F ∈ W (Z) qui est g-exceptionnel, mais non f ◦ g-
exceptionnel, on a bien :mf◦g(D) ≥ mf/g(D), ∀D ∈ W (X). En effet,mf/g(D)
est le minimum des quantite´s s.tE,F ′.m∆(F
′), pour F ′ tel que g(F ′) = E ′,
avec f(E ′) = D 
De 3.13, on de´duit maintenant :
Proposition 3.14 Soit g : Z → Y et f : Y → X deux fibrations. Soit
∆ un diviseur orbifolde sur Z. Si g : (Z|∆) → Y est nette et haute (ce
que l’on peut re´aliser par un morphisme bime´romorphe e´le´mentaire), alors
∆(f ◦ g,∆) = ∆(f,∆(g,∆)).
Ce re´sultat montre que, quitte a` effectuer sur (Z|∆) une transformation
bime´romorphe e´le´mentaire, on peut calculer la base orbifolde de f ◦g en deux
e´tapes.
De 3.13 et 3.10, on de´duit plus ge´ne´ralement, par re´currence sur r :
Proposition 3.15 Soit g′j : Z
′
j 99K Z
′
j+1, pour j = 0, 1, . . . , r des fibra-
tions me´romorphes dominantes connexes, avec Z ′0 lisse, compacte et connexe.
Soit ∆′0 un diviseur orbifolde sur Z
′
0. Il existe alors un morphisme orbi-
folde bime´romorphe e´le´mentaire w : (Z0|∆0) → (Z
′
0|∆
′
0), des applications
bime´romorphes wj : Zj → Z
′
j, et des applications holomorphes gj : Zj → Zj+1
telles que, pour j = 0, 1, . . . , r :
1. g′j ◦ wj = wj+1 ◦ gj.
2. hj := gj ◦ gj−1 ◦ · · · ◦ g1 ◦ g0 : Z0 → Zj+1 est strictement nette et haute.
3. ∆(hj ,∆0) = ∆(gj ,∆(hj−1,∆0)).
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4 DIMENSION CANONIQUE D’UNE FI-
BRATION.
La dimension canonique (“de Kodaira”) de la base orbifolde d’une fibra-
tion f : (X|∆) → Y n’est pas un invariant bime´romorphe de (f |∆). Nous
de´finissons un invariant bime´romorphe de cette fibration (le minimum sur
tous les mode`les bime´romorphes de (f |∆)), qui coincide avec le pre´ce´dent
lorsque f est “nette”, et montrons comment calculer cet invariant, a` l’aide
d’un faisceau diffe´rentiel de rang 1, sur tout mode`le bime´romorphe de (f |∆).
4.1 Dimension canonique d’une fibration.
Definition 4.1 Soit f : (Y |∆) → X une fibration avec (Y |∆) et X lisses.
On de´finit : Lf := f
∗(KX) ⊂ Ω
p
Y , si p := dim(X).
Rappelons que l’on a aussi de´fini dans le lemme 2.14 les invariants sui-
vants :
κ(Y |∆, Lf) := κ(f,∆), et pN (Y |∆, Lf) := pN (f,∆), ∀N > 0.
Remarque 4.2 Soit v : (Y ′|∆′) → (Y |∆) un morphisme orbifolde
bime´romorphe entre orbifoldes lisses tel que v∗(∆′) = ∆, et f ′ := f ◦ v.
Alors il re´sulte du lemme 3.4 que : pN(f
′,∆′) = pN (f,∆), ∀N > 0, et
κ(f,∆) = κ(f ′,∆′).
L’objectif de cette section est de de´montrer le :
The´ore`me 4.3 Soit f : (Y |∆) → X une fibration, avec (Y |∆) et X lisses.
Alors :
1. κ(Y |∆, Lf ) ≤ κ(X|∆(f,∆)).
2. Si f est nette, la dernie`re ine´galite´ est une e´galite´.
De´monstration : Elle utilise le lemme 4.5 ci-dessous.
Definition 4.4 Soit F un diviseur entier effectif sur Y . On dit que F est
partiellement supporte´ sur les fibres de f s’il existe un diviseur effectif D
sur X tel que F ≤ f ∗(D), et tel que pour toute composante irre´ductible D′
de D, il existe une composante irre´ductible E ′ de f−1(D′)non contenue dans
F , et telle que f(E ′) = D′.
On a :
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Lemme 4.5 ([Ca04, lemma 1.22]) Soit F un diviseur de Y partiellement
supporte´ sur les fibres de f , et L ∈ Pic(X).
Alors l’injection naturelle : H0(Y, f ∗(L)) ⊂ H0(Y, f ∗(L) + F ) est surjec-
tive.
Le the´ore`me 4.3 re´sulte alors de la proposition 4.6 suivante :
Proposition 4.6 Soit N0 = N0(f,∆) le plus petit commun multiple des
nume´rateurs des multiplicite´s finies de ∆(f,∆) := ∆f . Soit N := N0.M , et
LN := LN0.M ⊂ SN,p(Y |∆), ∀M > 0, p := dim(X). Alors :
1. Il existe des diviseurs effectifs (de´pendants de M) F,E+, E− sur Y tels
que : LN = f
∗(N(KX + ∆f ) + F + E+ − E−, et tels que : F soit partiel-
lement supporte´ sur les fibres de f , E+ et E− sont f -exceptionnels et sans
composante commune.
2. Si f est nette, il existe un isomorphisme naturel :
jM : H
0(Y, LN)→ f
∗(H0(X, (N(KX +∆f )))).
De´monstration (de 4.6) :
Assertion 1. Il suffit de voir que, en codimension 1 au-dessus de X , on
a : LN = f
∗(N.(KX + ∆f ) + F , et meˆme seulement que, si D ∈ W (X), et
E ∈ W (Y ) sont tels que f(E) = D, alors au-dessus du point ge´ne´rique de
D, on a e´galite´ entre ces deux faisceaux (pour un choix convenable de F
de´termine´ ci-dessous).
On note ∆f := ∆(f,∆), m : W (Y ) → Q+ la multiplicite´ de´finissant ∆,
et mf celle de´finissant ∆f .
Si f ∗(D) = t.E+. . . , avec t > 0 entier, alors t.s := t.m(E) ≥ mf (D) := r,
par hypothe`se. Dans des coordonne´es locales y = (y1, . . . , yn) adapte´es au
voisinage du point b ∈ E, ge´ne´rique dansE, E est de´fini par l’e´quation y1 = 0,
et f(y) = (x1, . . . , xp) = (y
t
1, f2, . . . , fp), avec w
′(b) := df2(b)∧· · ·∧dfp(b) 6= 0.
De plus, D est de´fini par l’e´quation x1 = 0. Enfin, ∆ (resp. ∆f ) a en b (resp.
en a := f(b)) pour e´quation : y
1−1/s
1 = 0 (resp. x
1−1/r
1 = 0 (avec s, r de´finis
ci-dessus, et s.t ≥ r).
Un ge´ne´rateur de N.(KX + ∆f ) en a est donc : w := (dx1 ∧ · · · ∧
dxp)/x
N−N/r
1 . On en de´duit que f
∗(w) = y((t/r)−s)N−N1 .(dy1 ∧ w
′)⊗N , ou` w′
est une (p− 1)-forme holomorphe non nulle et sans ze´ro sur Y pre`s de b. On
a, par hypothe`se, t/r ≥ 1/s, avec e´galite´ pour au moins l’une de composantes
E de f ∗(D). On en de´duit bien la premie`re assertion.
47
Assertion 2. On suppose que l’on a un diagramme commutatif :
(Y ′|∆′) v //
f ′

(Y |∆)
f

X ′
u // X
dans lequel les fle`ches horizontales sont bime´romorphes, les orbifoldes
lisses, et que les diviseurs f ′-exceptionnels de Y ′ sont v-exceptionnels. Donc
f ′ est nette (relativement a` f), et on veut montrer l’assertion 2 pour f ′ (et
non pas pour f). On note m′,∆′f = ∆
′
f ′ , F
′, . . . les donne´es relatives a` f ′ qui
sont analogues a` celles introduites pour f .
Soit A ⊂ Y le lieu au-dessus duquel v n’est pas un isomorphisme : il est
analytique de codimension au moins deux dans Y . Observons tout d’abord
que l’on a une injection naturelle de faisceaux v∗(f ′∗(N(KX′ +∆′f)) +F
′)→
(f ′∗(N(KX +∆f))+F ) qui est un isomorphisme au-dessus de (Y −A). Pour
tout diviseur v-exceptionnel E ′ (pas ne´cessairement effectif) de Y ′, on a donc
une bijection naturelle : H0(Y ′, N(KX′ +∆′f ) + F
′ +E ′) ∼= H0(Y ′, N(KX′ +
∆′f ) + F
′), puisque les sections ainsi de´finies peuvent eˆtre vues comme des
sections de f ∗(N(KX |∆f )) sur (Y −A), la conclusion re´sultant du the´ore`me
d’Hartogs.
On a donc, en particulier, un isomorphisme : H0(Y ′, f ′∗(N(KX′ +∆′f) +
F ′) ∼= H0(Y ′, f ′∗(N(KX′ +∆′f )) + F
′ + E ′+ −E ′−) ∼= H0(Y ′, Lf ′,N).
Par le lemme 4.5, on a donc : H0(Y ′, f ′∗(N(KX′ + ∆′f )) + F
′) ∼=
H0(Y ′, f ′∗(N(KX′ +∆′f))) ∼= H
0(Y ′, Lf ′,N), et la conclusion 
4.2 E´quivalence bime´romorphe de fibrations.
Soit f : (Y |∆)→ X , et f : (Y ′|∆′)→ X ′ des fibrations, avec X, Y,X ′, Y ′
lisses compactes et connexes.
 On supposera dans tout ce §4.2 que les orbifoldes ge´ome´triques (Y |∆)
et (Y ′|∆′) sont lisses.
Rappelons (2.44) la :
Definition 4.7 On dit que f et f ′ sont (bime´romorphiquement)
e´le´mentairement e´quivalentes s’il existe un diagramme commutatif :
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(Y ′|∆′) v //
f ′

(Y |∆)
f

X ′
u // X
dans lequel u, v sont bime´romorphes, u, v holomorphes, et v un morphisme
orbifolde tel que v∗(∆′) = ∆.
Plus ge´ne´ralement, f et f ′ sont e´quivalentes (on note alors : f ∼ f ′) si
elles le sont pour la relation d’e´quivalence engendre´e par de tels diagrammes.
Remarque 4.8 En ge´ne´ral, u n’est pas un morphisme orbifolde sur les bases
orbifoldes de f et f ′, meˆme s’il est holomorphe.
Proposition 4.9 Dans le diagramme pre´ce´dent, on a :
1. u∗(∆(f ′,∆′)) = ∆(f,∆).
2. κ(X|∆(f,∆)) ≥ κ(X ′|∆(f ′,∆))
3. On a e´galite´ si κ(X) ≥ κ(X ′) ≥ 0
De´monstration : La premie`re assertion re´sulte du lemme 3.6. La seconde
s’ensuit imme´diatement. La troisie`me est e´tablie dans [Ca04,1.14,p. 514] 
• La dimension canonique de la base d’une fibration n’est pas, en ge´ne´ral,
un invariant bime´romorphe. On va maintenant attacher a` une fibration f :
(Y |∆) → X comme ci-dessus un invariant bime´romorphe (dans la cate´gorie
des orbifoldes lisses) fondamental d’une fibration, graˆce a` la proprie´te´ de
de´croissance ci-dessus.
Definition 4.10 Soit f : (Y |∆)→ X une fibration avec (Y |∆) et X lisses.
On de´finit : κ(X, f |∆) := inff ′∼f{κ(X ′|∆(f,∆)}. C’est la dimension ca-
nonique d’une fibration orbifolde.
Corollaire 4.11 Soit f : (Y |∆)→ X une fibration, avec (Y |∆) et X lisses.
Alors :
1. κ((Y |∆), Lf) = κ((Y
′|∆′), Lf ′) si f ∼ f ′.
2. κ(f |∆) = κ((Y |∆), Lf) ≤ κ(X|∆(f,∆)).
3. Si f est nette, la dernie`re ine´galite´ est une e´galite´.
De´monstration : La premie`re assertion re´sulte de l’invariance
bime´romorphe de la dimension canonique de (Lf ,∆), par le the´ore`me 2.18.
Pour l’assertion 2, on choisit un diagramme :
49
(Y ′|∆′) v //
f ′

(Y |∆)
f

X ′
u // X
comme ci-dessus, avec f ′ nette relativement a` f , f choisie telle que
κ(f |∆) = κ(X|∆(f,∆)) = κ(X ′|∆(f ′,∆′)), la premie`re e´galite´ par le choix
de f , la seconde par la de´croissance 4.9.2 et minimalite´ de κ(X|∆(f,∆)).
Puisque f ′ est nette, on a : κ(X ′|∆(f ′,∆′)) = κ((Y ′|∆′), Lf ′), par le the´ore`me
4.3. Puisque κ((Y ′|∆′), Lf ′) = κ((Y |∆), Lf), par invariance birationnelle, on
a : κ(f |∆) = κ(X ′|∆(f ′,∆′)) = κ((Y ′|∆′), Lf ′) = κ((Y |∆), Lf). L’ine´galite´
re´sulte de ce que κ(X ′|∆(f ′,∆′)) ≤ κ(X|∆(f,∆)), par 4.9
L’assertion 3 n’est autre que 4.11 
Corollaire 4.12 Soit un diagramme commutatif de morphismes orbifoldes :
(Y ′|∆′) v //
f ′

(Y |∆)
f

X ′
u // X
dans lequel les fle`ches horizontales sont ge´ne´riquement finies, les fle`ches
verticales des fibrations, avec : (Y ′|∆′), (Y |∆), X ′ et X lisses. Alors :
1. κ(f ◦ v|∆′) ≥ κ(f |∆)
2. Si v est e´tale en codimension 1, on a e´galite´.
De´monstration : Il suffit, par 4.3 pour l’assertion 1, et 2.24 pour l’as-
sertion 2, de montrer (par unicite´ de la saturation) que v∗(Lf) = Lf ′ ⊂
ΩpY ′, p := dim(X) au point ge´ne´rique de Y
′. Or ceci est e´vident, puisqu’en
un tel point : v∗(Lf ) = (f ◦ v)∗(KX) = f ′∗(u∗(KX)) = f ′∗(KX′) 
Remarque 4.13 Les corollaires 4.6 et 4.12 (et leurs de´monstrations) sub-
sistent lorsque X ′, X sont seulement normaux, et f, f ′ me´romorphes, pourvu
que l’on de´finisse Lf , Lf ′ comme les images dans Ω
p
Y ,Ω
p
Y ′ de fibre´s canoniques
de mode`les lisses arbitraires.
De 4.3 on de´duit que :
Corollaire 4.14 Si p := dim(X), si f ∼ f ′sont comme ci-dessus22, alors
κ(f |∆) = κ(f ′|∆′) := κ((Y |∆), Lf ) sont bien de´finis, ou` Lf ⊂ Ω
p
Y est
22Voir la de´finition 2.44.
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cohe´rent de rang 1, et coincide avec f ∗(KX) aux points ge´ne´riques de Y
(en lesquels f est re´gulie`re).
En particulier, si f : (X|∆) 99K Y est une fibration me´romorphe domi-
nante, κ(f |∆) est bien de´finie, sur tout mode`le holomorphe net de f , et est
inde´pendante de ce mode`le. On l’appelle la dimension canonique de f .
On notera [Y |∆(f |∆)] la base orbifolde d’une tel mode`le bime´romorphe
strictement net et haut de f . On l’appellera une base orbifolde stable de
(f |∆).
La dimension canonique de f est bien de´finie, meˆme pour les fibrations
non presque-holomorphes, bien que la dimension canonique de la fibre orbi-
folde ge´ne´rique ne soit pas un invariant bime´romorphe. La proprie´te´ suivante
justifie partiellement ce fait, puisque les composantes orbifoldes non inva-
riantes bime´romorphiquement sont horizontales dans le sens ci-dessous.
Corollaire 4.15 Soit f : (Y |∆) → X une fibration holomorphe nette, avec
(Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse. Soit ∆vert (resp. ∆hor) le diviseur or-
bifolde de´duit de ∆ par suppression de ses composantes f -horizontales (resp.
f -verticales), c’est-a`-dire celles qui se projettent surjectivement (resp. ne se
projettent pas surjectivement) sur X par f .
Alors : κ(f |∆) = κ(f |∆vert).
De´monstration : Par construction, ∆(f,∆) = ∆(f,∆vert). Puisque f
est nette, κ(f |∆) = κ(X|∆(f,∆)) = κ(X|∆(f,∆vert)) = κ(f |∆vert))
4.3 Fibrations de type ge´ne´ral et orbifoldes spe´ciales :
de´finition.
On de´finit maintenant ces deux notions, utilise´es constamment dans la
suite.
Definition 4.16 Soit f : (Y |∆) 99K X une fibration me´romorphe avec X, Y
compacts et ire´ductibles, et (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse. On dit
que (f |∆) (ou f s’il n’ y a pas d’ambiguite´ sur ∆)est une fibration de type
ge´ne´ral si κ(f |∆) = dim(X) > 0.
Cet ensemble ne de´pend donc que de la classe d’e´quivalence bime´romorphe
de (Y |∆).
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Definition 4.17 Une orbifolde ge´ome´trique lisse (Y |∆), avec Y compacte
et connexe est dite spe´ciale si :
1. Y ∈ C (ie : Y est bime´romorphe a` une varie´te´ Ka¨hle´rienne compacte).
2. Il n’existe pas de fibration f : (Y |∆) 99K X de type ge´ne´ral. (De
manie`re e´quivalente : (Y |∆) n’a pas d’application me´romorphe dominante
“stable” sur une orbifolde ge´ome´trique de type ge´ne´ral de dimension stricte-
ment positive. Cette notion se formule donc naturellement dans la cate´gorie
bime´romorphe des orbifoldes ge´ome´triques).
 La notion d’orbifolde ge´ome´trique spe´ciale est antithe´tique de celle
d’orbifolde de type ge´ne´ral. Nous verrons ci-dessous en quels sens.
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5 COURBES ∆-RATIONNELLES.
Nous introduisons ici les notions de base de la ge´ome´trie des courbes ra-
tionnelles dans le contexte orbifolde (lisse), et posons un certain nombre de
questions, analogues orbifolde de celles de´ja` connues ou conjecture´es dans le
cadre non-orbifolde. Nous montrons enfin que lorsque (X|∆) = X ′/G est un
quotient global (voir la de´finition 5.30) ces proprie´te´s peuvent eˆtre de´duites
des re´sultats connus lorsque ∆ = 0. On montre en effet que, dans ce cas
tre`s particulier, les courbes rationnelles usuelles de X ′ et les courbes ∆-
rationnelles de X (voir la de´finition 5.1) se correspondent par images directe
et re´ciproque. On espe`re pouvoir e´tendre ces re´sultats au cas ge´ne´ral (ou`
(X|∆) est lisse, finie et entie`re) en remplac¸ant le reveˆtement orbifolde X ′
par le champ alge´brique lisse de Deligne-Mumford X → X associe´ a` (X|∆),
et en e´tendant au cas des champs alge´briques de Deligne-Mumford les ar-
guments maintenant classiques de la the´orie des courbes rationnelles, graˆce
au champ alge´brique d’Abramovich-Vistoli (construit dans [AV 98]), puisque
les courbes rationnelles de X et les courbes ∆-rationnelles de X se corres-
pondent alors comme dans le cas des “quotients globaux”. La plupart des
re´sultats attendus (hormis le “bend-and-break”) semblent d’ailleurs pouvoir
eˆtre obtenus directement, graˆce aux techniques usuelles de de´formation des
courbes rationnelles. Voir la remarque 5.9.
5.1 Notion de ∆-courbe rationnelle.
Nous conside´rerons ici presque exclusivement la version divisible de courbe
∆-rationnelle. Les versions ∆Z et ∆Q seront de´finies en 5.6 ci-dessous.
Soit (X|∆) une orbifolde lisse et entie`re, avec : ∆ :=
∑
j(1−
1
mj
).Dj .
Definition 5.1
1. Une courbe rationnelle orbifolde23 est une orbifolde ge´ome´trique
(C|∆′) telle que deg(K(C|∆′)) < 0. Cette courbe rationnelle orbifolde est dite
entie`re (resp. finie) si ses multiplicite´s le sont. On a donc : C ∼= P1.
23il s’agit ici de la version “divisible”.
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Exemple 5.2
1. Si C = P1, et si ∆
′ =
∑
j(1 −
1
mj
).pj, avec mj > 1, ∀j ∈ J , les pj
e´tant des points distincts de X, alors (P1|∆) est rationnelle orbifolde si et
seulement si
∑
j(1−
1
mj
) < 2.
2. Lorsque ∆′ est entie`re, c’est le cas si et seulement si la suite ordonne´e
croissante des mj , j ∈ J est l’une des suivantes :
|J | ≤ 2 : quelconque, (+∞,+∞) exclue.
|J | = 3 : (2, 2, m), ∀m < +∞; (2, 3, 3), (2, 3, 4); (2, 3, 5).
3. Lorsque ∆′ est entie`re et finie, on a donc :
(P1|∆′) est rationnelle ⇐⇒ ∃f : P1 → (P1|∆′), morphisme orbifolde divi-
sible surjectif.
4. Si ∆′ est entie`re, non ne´cessairement finie, on a l’e´quivalence :
(P1|∆′) est rationnelle ⇐⇒ ou bien : ∃f : P1 → (P1|∆′), morphisme
orbifolde divisible surjectif, ou bien ∆′ a un support ayant au plus 2 points,
dont un seul au plus a une multiplicite´ infinie.
Definition 5.3 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse et entie`re. Une
∆div-courbe rationnelle (ou encore : une courbe ∆div-rationnelle) R ⊂
(X|∆) est l’image d’un morphisme orbifolde divisible, non-constant et bi-
rationnel sur son image ν : (P1|∆′) → (X|∆), dans lequel (P1|∆′) est une
courbe orbifolde rationnelle lisse24.
De l’exemple 5.2, on de´duit :
Proposition 5.4 Soit (X|∆), ∆ := (
∑
j(1 −
1
mj
).Dj) une orbifolde
ge´ome´trique lisse et entie`re, et R ⊂ X une courbe irre´ductible non conte-
nue dans le support de ∆, de normalisation ν : Rˆ → X. On a e´quivalence
entre les trois proprie´te´s suivantes :
1. R ⊂ (X|∆)div est une ∆div-courbe rationnelle.
2. deg(KRˆ + ∆
′) = −2 +
∑
p∈P1(1 −
1
µp
) < 0, ∆′ :=
∑
p∈P1(1 −
1
µp
).{p}
e´tant le plus petit diviseur orbifolde sur Rˆ qui fait de ν : (Rˆ|∆′)→ (X|∆) un
morphisme orbifolde divisible.
On a donc alors : Rˆ ∼= P1, les µp e´tant de´finis comme suit.
24On peut de´finir de meˆme une courbe ∆-elliptique comme l’image d’un morphisme
orbifolde ν : (C|∆C) → (X |∆), birationnel sur son image, tel que deg(KC +∆C) = 0, si
C est une courbe lisse projective, et ∆C minimal rendant ν un morphisme orbifolde.
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Pour tous j, p ∈ Rˆ, on de´finit : tj,p par : ν
∗(Dj) =
∑
p∈Rˆ tj,p.{p}, et
µp := ppcm{j|tj,p>0}{m
′
j,p :=
mj
pgcd(tj,p,mj)
}, j de´crivant l’ensemble des indices
tels que : tj,p > 0.
Si ∆ est, de plus, finie, ces conditions sont aussi e´quivalentes a` :
3. Il existe un morphisme orbifolde divisible g : P1 → (X|∆) dont l’image
est R (g est, en ge´ne´ral fini, mais non birationnel sur son image).
Remarque 5.5 La notion de courbe rationnelle orbifolde de´finie ci-dessus
coincide donc avec la notion de restriction minimale de ∆ (au sens divisible)
telle que de´finie en 2.37 et 2.36 dans la cate´gorie Georbdiv. En particulier,
le the´ore`me 2.41 est applicable aux familles couvrantes de ∆-courbes ration-
nelles (divisibles).
Remarque 5.6 On de´finit les variantes ∆Z et ∆Q de ∆-courbe rationnelle
en remplac¸ant dans les de´finitions pre´ce´dentes les morphismes orbifoldes par
des morphismes orbifoldes quelconques, et en supposant, de plus, entie`res les
orbifoldes conside´re´es pour la variante ∆Z .
Si les multiplicite´s sont entie`res ou +∞, les morphismes orbifoldes ν :
(P1|∆′)→ (X|∆) conside´re´s peuvent eˆtre de deux types :
1. Soit divisibles (ou encore : classiques). On notera alors (X|∆) =
(X|∆)div pour pre´ciser la cate´gorie de morphismes conside´re´s.
2. Soit non-classiques. On notera alors (X|∆) = (X|∆)Z pour pre´ciser
la cate´gorie de morphismes conside´re´s.
 Si les multiplicite´s sont rationnelles, les morphismes sont non-
classiques. On le pre´cisera ne´ammoins en notant : (X|∆) = (X|∆)Q.
 On notera Georb∗, ∗ = Q,Z, div, l’une des trois cate´gories dont les
objets sont les orbifoldes ge´ome´triques lisses, les morphismes e´tant de l’un
des trois types : Q,Z ou div.
Il y a donc trois types de courbes orbifoldes, selon la cate´gorie (d’orbifoldes
et de morphismes) conside´re´e :
1. Les ∆div-courbes rationnelles divisibles si (X|∆)div est entie`re et si ν
est un morphisme orbifolde divisible. Leur ensemble est note´ Ratl(X|∆)div.
2. Les ∆Z-courbes rationnelles entie`res si (X|∆)div est entie`re et si ν est
un morphisme orbifolde non-classique. Leur ensemble est note´ Ratl(X|∆)Z .
On a donc : Ratl(X|∆)div ⊂ Ratl(X|∆)Z :
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3. Les ∆Q-courbes rationnelles, en ge´ne´ral, si ν est un morphisme orbi-
folde non-classique. Leur ensemble est note´ Ratl(X|∆)Q.
Pour les orbifoldes entie`res, on a donc :
Ratl(X|∆)div ⊂ Ratl(X|∆)Z ⊂ Ratl(X|∆)Q. Ces inclusions sont strictes
en ge´ne´ral. Lorsque (X|∆) est logarithmique (i.e : si ∆ = ⌈∆⌉), ces trois
notions coincident cependant.
Remarque 5.7 La proposition 5.4 est encore valable pour les ∆∗-courbes
rationnelles, avec ∗ = Z ou Q, a` condition d’y supprimer le mot “divisible”,
et l’hypothe`se d’inte´gralite´ lorsque ∗ = Q.
1. Si l’on veut que R soit une ∆Z-courbe rationnelle, et si (X|∆) est
entie`re, on doit donc choisir : µp := max{j|tj,p>0}{⌈
mj
tj,p
⌉}.
2. Si l’on veut que R soit une ∆Q-courbe rationnelle, on doit choisir :
µp := max{j|tj,p>0}{
mj
tj,p
}.
Exemple 5.8
1. Si R, rationnelle, a tous ses ordres de contact avec chacun des Dj
d’ordre au moins mj, alors R est ∆
Q-rationnelle, avec : ∆′ = 0. Lorsque ∆
est entie`re, si R, rationnelle, a tous ses ordres de contact avec chacun des
Dj divisibles par mj, alors R est ∆
div-rationnelle, avec : ∆′ = 0.
2. Si (X|∆) est une orbifolde ge´ome´trique lisse logarithmique (∆ =
supp(∆)), les ∆-courbes rationnelles sont les courbes rationnelles R de X
dont la normalisation rencontre ∆ en, au plus, 1 point.
Par exemple, si X = P2, et si ∆ = D, une droite projective affecte´e de la
multiplicite´ infinie, alors : les droites L 6= D sont ∆-rationnelles, les coniques
irre´ductibles ∆-rationnelles sont celles qui sont tangentes a` D, et une cubique
irre´ductible singulie`re est ∆-rationnelle si et seulement si elle est cuspidale,
et tangente a` D en son unique point singulier.
3. Soit X une varie´te´ projective lisse et torique. Et D son diviseur an-
ticanonique torique (a` croisements normaux). On affecte chacune des com-
posantes de D d’une multiplicite´ finie, et on note ∆ le diviseur orbifolde
re´sultant. Si R est une courbe rationnelle torique (adhe´rence de l’orbite d’un
sous-groupe alge´brique a` un parame`tre du tore agissant sur X), non conte-
nue dans D, alors R rencontre D en au plus 2 points en lesquels elle est
unibranche. C’est donc une ∆div-courbe rationnelle .
4. Si X = P2, et ∆ la re´union de 3 droites en position ge´ne´rale, affecte´es
de multiplicite´s entie`res arbitraires a, b, c, alors (P2|∆) est Fano. En effet,
son fibre´ canonique est de degre´ δ := −3 + [(1 − 1
a
) + (1 − 1
b
) + (1 − 1
c
)] =
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−[ 1
a
+ 1
b
+ 1
c
] < 0. On dispose de trois familles de droites de droites ∆div-
rationnelles couvrant X, celles passant par l’un des trois points d’intersection
de deux des trois droites du support de ∆. Nous verrons en 5.31 et 5.37 que
pour tout sous-ensemble fini E de P2, il existe une courbe ∆div-rationnelle
irre´ductible contenant E. Cet exemple se ge´ne´ralise immd´iatemment a` Pn,
avec n+ 1 droites munies de multiplicite´s finies.
5. Si X = P2, et ∆ la re´union de 4 droites en position ge´ne´rale, affecte´es
de multiplicite´s 2, 2, a, b, pour des entiers 4 ≤ a ≤ b. Alors (P2|∆) est Fano.
En effet, son fibre´ canonique est de degre´ δ := −3+ [(1− 1
2
) + (1− 1
2
) + (1−
1
a
) + (1 − 1
b
)] = −[ 1
a
+ 1
b
] < 0. Dans ce cas, une seule des trois familles de
droites pre´ce´dentes est forme´e de courbes ∆div-rationnelles : celles passant
par l’intersection des deux droites de multiplicite´s a et b. Si l’on remplace les
deux droites de multiplicite´ 2 par une conique ge´ne´rale affecte´e de la multi-
plicite´ 2, on a une seconde famille de droites ∆div-rationnelles : la famille
des tangentes a` C.
6. Conside´rons maintenant X = P2, et ∆ la re´union de 4 droites en
position ge´ne´rale, affecte´es de multiplicite´s a, b, c, d. Alors son fibre´ canonique
est de degre´ δ := −3+[(1− 1
a
)+(1− 1
b
)+(1− 1
c
)+(1− 1
d
)] = 1−[ 1
a
+ 1
b
+ 1
c
+ 1
d
] < 0.
Donc (P2|∆) est Fano si et seulement si : [ 1
a
+ 1
b
+ 1
c
+ 1
d
] > 1. Il n’existe qu’un
nombre fini de tels quadruplets. Des exemples sont : (3, 3, 5, 7) et (2, 3, 7, 41)
pour lesquels δ = − 1
3.5.7
= − 1
105
et δ = − 1
2.3.7.41
= − 1
1722
respectivement.
Ce dernier exemple se ge´ne´ralise au cas de Pn muni de n+2 droites munies
de multiplicite´s (a0, a1, . . . , an, an+1 − 2), avec : a0 = 2, a1 = 7, . . . , ak+1 =
a0.a1. . . . .ak + 1 si k = 1, 2, . . . , n + 1. On a alors : δn = −
1
a0.a1.....an.(an+1−2) ,
probablement maximum parmi les (X|∆) Fano lisses et entie`res de dimension
n.(On voit facilement que an > (
3
2
)2
n
, et donc que − 1
δn
> −(2
3
)2
n+1
.
Si X = P2, et si (a, b, c, d) = (3, 3, 5, 7) (resp. (2, 3, 7, 41)), il n’existe
qu’un nombre fini de droites ∆Z-rationnelles, celles passant par 2 des 6 points
d’intersection des 4 doites du support de ∆, puisqu’une droite rencontrant
Supp(∆) en au moins 3 points, y acquiert des multiplicite´s au moins 3, 3, 7
(resp. (2, 3, 41)). Par contre, (P2|∆) a dans ces deux exemples, une famille
a` un parame`tre de coniques irre´ductibles ∆Q-rationnelles : les coniques tan-
gentes a` chacune des 4 droites de Supp(∆). Elles acquie`rent en effet en leurs
points de contact des multiplicite´s rationnelles a/2, b/2, c/2, d/2. Puisque
−2+−(1−2/a)+(1−2/b)+(1−2/c)+(1−2/d)) = 2−2(1/a+1/b+1/c+1/d) <
0, ces coniques sont bien ∆Q-rationnelles.
Par contre, ces coniques ne sont pas ∆Z-rationnelles, car
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(⌈a/2⌉, ⌈b/2⌉, ⌈c/2⌉, ⌈d/2⌉) = (2, 2, 3, 4) (resp. (1, 2, 4, 21). Il ne semble
pas imme´diat de fournir pour ces deux exemples une famille couvrante de
courbes ∆div-rationnelles. Un de´compte de dimensions indique qu’il semble
possible d’avoir des familles a` nombre positif de parame`tres de ∆div-courbes
rationnelles, et meˆme avec ∆′ = 0, mais seulement pour de grands degre´s,
divisibles par 105 et 1722 = 41.42 respectivement.
En effet : les courbes rationnelles planes irre´ductibles de degre´ d = N.105
de´pendent de pN := 3(d+1)−1−3 = 3d−1 parame`tres. La condition d’avoir
avec une droite des points de contacts d’ordres tous divisibles par d′, diviseur
de d, fournit d
d′
.(d′ − 1) = d.(1− 1
d′
) conditions.
Dans notre cas, ceci fournit donc (avec d′ = 3, 3, 5, 7 successivement), un
nombre de conditions total cN := d.[(1−
1
3
) + (1− 1
3
) + (1− 1
5
) + (1− 1
7
)] =
N.3.5.7.(3+ 1
105
) = N.105.3+3.N = 3d+3.N . On peut donc escompter avoir
une famille a` : pN − cN = 3N − 1 parame`tres de ∆
div-courbes rationnelles
(sans structure orbifolde). Le calcul est entie`rement analogue dans le cas de
multiplicite´s (2, 3, 7, 41) (ou quelconques telles que (P2|∆) soit lisse Fano).
Ce calcul montre que le nombre “attendu” de parame`tres dont de´pend la
courbe ∆-rationnelle C de degre´ d tel que δ.d est entier est : (3− [(1− 1
3
) +
(1− 1
3
) + (1− 1
5
) + (1− 1
7
)]).d− 1 = δ.d− 1 = −(K +∆).C − 1.
Remarquons que si les droites conside´re´es sont respectivement d’e´quations
homoge`nes X = 0, Y = 0, Z = 0, uX + vY + wZ = 0 respectivement, et si
une telle courbe rationnelle R(t) de degre´ 105 existe bien, elle est donne´e
par un parame´trage X(t) = A3(t), Y (t) = B3(t), Z(t) = C5(t), les po-
lynoˆmes A,B,C e´tant de degre´s au plus 35, 35, 21 respectivement, et satisfai-
sant l’e´galite´ : u.A3+v.B3+w.C5 = D7, D e´tant un polynoˆme de degre´ au plus
15. Si u, v, w sont alge´briques, et les coefficients de A,B,C,D peuvent eˆtre
alors choisis dans un corps de nombres k, et le parame´trage pre´ce´dent fournit
une infinite´ de solutions dans k de l’e´quation : u.A3+ v.B3+w.C5 = D7. Le
proble`me de densite´ potentielle de (P2|∆) est de savoir si l’on peut trouver une
infinite´ de telles courbes R de´finies sur un meˆme corps k. Ces remarques s’ap-
pliquent aux multiplicite´s (2, 3, 7, 41) et a` l’e´quation : u.A2 + v.B3 +w.C7 =
D41
Remarque 5.9 Des arguments conceptuels de the´orie des de´formations per-
mettent de ge´ne´raliser ce calcul aux de´formations de courbes ∆-rationnelles
sur des orbifoldes ge´ome´triques lisses finies arbitraires.
Soit en effet : f : (P1|∆′) → (X|∆) un morphisme orbifolde divisible
de´finissant une courbe ∆-rationnelle. Par composition avec un morphisme
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fini g : P1 → P1 ramifiant de fac¸on ade´quate, on obtient un morphisme
orbifolde h := f ◦ g : P1 → (X|∆).
On peut ve´rifier que l’espace tangent en h a` la de´formation de h en tant
que morphisme orbifolde (resp. l’espace des obstructions a` cette de´formation)
est simplement H0(P1, h∗(TX(−log(∆)) (resp. H1(P1, h∗(TX(−log(∆))). Ici
TX(−log(∆) est le Q-faisceau des champs de vecteurs holomorphes (1− 1
mj
)-
tangents a` Dj, pour chacun des Dj. Lorsque h : P
1 → (X|∆) est un mor-
phisme orbifolde divisible, h∗(TX(−log(∆)) est un faisceau entier sur P1.
Et l’espace des de´formations a` h (en tant que morphisme orbifolde) est de
dimension au moins χ(P1, h∗(TX(−log(∆))) = −(KX +∆).h∗(P1) + n.
Cette observation devrait permettre de traiter les questions d’e´vitement
des lieux de codimension deux, et le “glueing lemma” dans le cadre orbifolde,
e´voque´s ci-dessous. Voir aussi l’exemple 5.29 ci-dessous.
5.2 Unire´glage, Connexite´ Rationnelle orbifolde
Definition 5.10 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse et entie`re, avec
X ∈ C connexe. On dit que (X|∆) est :
1. unire´gle´e (abre´ge´ en : UR) si le point ge´ne´rique de X est contenu
dans une ∆div-courbe rationnelle.
2. rationnellement connexe par chaines (en abre´ge´ : RCC) si tout
couple de points ge´ne´riques de X est contenu dans une chaine (ie : une
re´union finie connexe) de ∆div-courbes rationnelles.
2’. faiblement rationnellement connexe par chaines (en abre´ge´ :
fRCC) si tout couple de points de X est contenu dans une chaine de ∆div-
courbes rationnelles ou de leurs de´ge´ne´rescences dans Chow(X).
3. rationnellement connexe (en abre´ge´ : RC) si tout couple de points
ge´ne´riques de X est contenu dans une ∆div-courbe rationnelle.
5. absolument rationnellement connexe (en abre´ge´ : ARC) si tout
ensemble fini de points ge´ne´riques de X est contenu dans une ∆div-courbe
rationnelle.
On dira aussi que X est ∆-UR (resp. ∆-RCC,RC,ARC), au lieu de :
(X|∆) est UR (resp. RCC,RC,ARC).
Remarque 5.11 Les deux autres notions de ∆∗-courbes rationnelles, avec
∗ = Z ou Q (divisible, entie`re ou non) peuvent eˆtre aussi employe´es ci-dessus,
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et conduisent d’ailleurs peut-eˆtre a` des notions e´quivalentes dans nombre de
cas importants (mais pas toujours : si X = P1, par exemple, les notions UR
Q
et URZ diffe`rent si ∆ est a` multiplicite´s rationnelles et si son support a au
moins 4 points).
On notera en effet, UR∗, RCC∗, etc..., avec ∗ = div, Z,Q les pro-
prie´te´s correspondantes, lorsque le contexte ne´cessite de pre´ciser la notion
conside´re´e.
On pourra aussi dire, par exemple, de manie`re e´quivalente, que (X|∆)div
est RC, ou que (X|∆) est RCdiv, ou encore : que X est ∆div−RC.
Exemple 5.12
1. Soit (X|∆) l’exemple torique de 5.8.(3) ci-dessus. Alors (X|∆) est ra-
tionnellement connexe, puisque toutes ses courbes toriques rationnelles non-
contenues dans D sont ∆-rationnelles.
2. L’orbifolde (P2|∆) de l’exemple 5.8.(6) ci-dessus est RC
Q (mais avec
des coniques ∆-rationnelles non-entie`res). L’argument de comptage de cet
l’exemple 5.8.(6) semble indiquer qu’elle devrait eˆtre ARCdiv.
Remarque 5.13
On a les implications e´videntes :
ARC =⇒ RC =⇒ RCC =⇒ fRCC =⇒ UR.
Lorsque ∆ = 0, et si X est projective, on a les implications re´ciproques :
RCC =⇒ RC =⇒ ARC ([KoMiMo92]).
Question 5.14
1. Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, entie`re et finie, avec X ∈ C.
Les proprie´te´s fRCCdiv et ARCdiv sont-elles e´quivalentes pour (X|∆) ? La
condition de finitude ne peut eˆtre supprime´e, en vertu de l’exemple 5.16 ci-
dessous.
2. Les proprie´te´s pre´ce´dentes (de´finies en 5.10) sont-elles stables par
de´formation (au sens de 12.1) ?
3. Nous donnerons ci-dessous au §5.6 une re´ponse affirmative a` la ques-
tion 1 pre´ce´dente dans le cas ou` (X|∆) est un “quotient global”, et indique-
rons une approche possible, sugge´re´e par cet exemple, a` la solution de cette
question en utilisant la the´orie des champs alge´briques de DM lisses.
Question 5.15 Supposons (X|∆) lisse et entie`re, avec X ∈ C. Les
diffe´rentes notions UR,RC,ARC sont-elles e´quivalentes dans GeorbQ et
dans Georbdiv ?
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Explicitement : si (X|∆) est URQ, est-t’elle URdiv ? La re´ciroque est
e´vidente. Meˆme question pour RC et ARC.
Exemple 5.16
1. La proprie´te´ RCC n’est pas pre´serve´e par e´quivalence bime´romorphe
(avec les de´finitions ci-dessus) pour les orbifoldes ge´ome´triques logarith-
miques lisses. Par exemple : (P2|D) est (Fano et) RCC, si D est la re´union
de 2 droites distinctes concourantes en 1 point a. En effet, les droites pas-
sant par a sont D-rationnelles et sont, en fait les seules D-courbes ration-
nelles. En effet, par e´clatement de a, on obtient une orbifolde ge´ome´trique
qui n’est pas RCC : elle admet une fibration orbifolde e´vidente sur l’ orbi-
folde ge´ome´trique (P1|D′), ou` D′ est la re´union (re´duite) de 2 points. Donc
κ(P1|D′) = 0, et toutes les courbes ∆-rationnelles de cet e´clate´ sont les fibres
de cette fibration. Les droites passant par a sont donc bien aussi les seules
courbes D-rationnelles de P2 .
En particulier, l’orbifolde logarithmique (P2|D) est Fano, sans eˆtre RE.
2. Le phe´nome`ne pre´ce´dent provient de ce que les singularite´s du couple
(P2, D) sont log-canoniques (lc), mais pas klt. En effet, en conside´rant l’orbi-
folde (P2|C), ou` C est maintenant une conique lisse de multiplicite´ infinie, on
voit que cette orbifolde admet pour tout degre´ d des familles a` d parame`tres de
courbes C-rationnelles RP de degre´ d, donne´es explicitement en coordonne´es
affines (x, y) par le parame´trage : x(t) := t.(P (t)+t
d−1)
(P (t)+2td−1)
, y(t) := t
2.P (t)
(P (t)+2td−1)
, si
P (t) est un polynoˆme de degre´ au plus (d−2) tel que : P (0) 6= 0. On suppose
ici que C a pour e´quation affine : y = x2. La courbe rationnelle ainsi pa-
rame´tre´e admet un contact d’ordre 2d (donc unique et unibranche) au point
(0, 0), choisi arbitrairement sur C. Cette courbe est donc bien de degre´ exact
d. On doit pouvoir ve´rifier que si l’on se donne d − 1 points ge´ne´riques de
P2, un choix ade´quat des coefficients de P permet de faire passer la courbe
RP par ces d − 1 points. Lorsque d = 2, il est e´vident que c’est bien le cas,
et (P2|C) est RC.
La proprie´te´ suivante est analogue a` celle du cas ∆ = 0. On peut la
de´montrer, a` l’aide du the´orme 2.41, en adaptant l’argument de [Ca 91]. Un
re´sultat plus ge´ne´ral sera e´tabli dans 11.25), nous donnons donc une simple
indication de preuve.
Proposition 5.17 Soit (X|∆)div lisse, entie`re, finie et RCdiv, avec X pro-
jective25. Alors pi1(X|∆) est fini.
25X ∈ C suffit.
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De´monstration : On peut adapter l’argument de [Ca 91]. Par le
the´ore`me 2.41, nous pouvons supposer (quitte a` modifier (X|∆)) qu’il existe
une famille (Ct)t∈T de courbes ∆div-rationnelles couvrant X , et dont le
membre ge´ne´rique Ct passe par un point fixe´ a /∈ Supp(∆), et rencontre
Supp(∆) transversalement et seulement en des points lisses de Supp(∆).
On raisonne sur Z ⊂ T × X le graphe d’incidence, muni des projections
p : Z → X, q : Z → T . On munit Z de la plus petite structure orbifolde
faisant de p un morphisme orbifolde. Les fibres orbifoldes ge´ne´riques de q
sont ∆-rationnelles par 2.41, donc de pi1 fini. On conclut comme dans [Ca
91], a` l’aide de la suite exacte (voir 11.9) des groupes fondamentaux orbifolde
associe´e a` q, en utilisant la section de q de´termine´e par le point a 
5.3 Invariance bime´romorphe
Nous allons montrer sur un exemple que, contrairement au cas ∆ = 0,
la notion de ∆-courbe rationnelle n’est pas un invariant bime´romorphe en
ge´ne´ral.
Exemple 5.18 Nous allons montrer que l’inclusion g∗(Ratl(X1|∆1)div) ⊂
Ratl(X|∆)div peut eˆtre stricte, meˆme si (X1|∆1)
div est minimum rendant
g : (X1|∆1)
div → (X|∆)div un morphisme orbifolde. Ceci montre (voir aussi
la remarque 2.39) que la condition de transversalite´ du the´ore`me 2.38 n’est
pas superflue pour pre´server la restriction des courbes.
Prenons (X|∆) := (P2|∆), avec ∆ := (1−1/2).(D1+D3)+ (1−1/3).D2,
D1 (resp. D2) e´tant la droite d’e´quation affine : x = 0 (resp. y = 0), tan-
dis que D3 est une droite ge´ne´rique rencontrant la cubique rationnelle R
d’e´quation affine : y2 = x3 en 3 points distincts a, b, c, dont le point a` l’in-
fini a = (0, 1, 0) en coordonne´es projectives. Alors R est une courbe ∆div-
rationnelle de P2 := X, puisqu’elle a un contact d’ordre 3 (resp. 2) avec D2
(resp. D1), de sorte que le diviseur orbifolde minimum ∆R sur R rendant
l’inclusion normalise´e (R|∆R) → (P2|∆) un morphisme orbifolde divisible
est ∆R := (1− 1/2).({a}+ {b}+ {c}).
Soit alors g : X1 → P2 = X l’e´clatement du point de coordonne´es affines
(0, 0), et E le diviseur exceptionnel de cet e´clatement. Soit R1 la transforme´e
stricte de R dans X1. Elle a donc un ordre de contact avec E (resp. la trans-
forme´e stricte D′1 de D1 ; resp. D
′
2 de D2) e´gal a` 2 (resp. 0 (sur E) ; resp. 1).
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La structure orbifolde minimum ∆div1 sur X1 faisant de g : (X1|∆1)→ (X|∆)
un morphisme orbifolde divisible est :
∆div1 := (1− 1/6).E + (1− 1/2).(D
′
1 +D
′
3) + (1− 1/3).D
′
2.
Tandis que la structure orbifolde minimum ∆divR1 sur R1 faisant de l’inclu-
sion (R1|∆R1)→ (X1|∆1) un morphisme orbifolde divisible est :
∆divR1 := (1− 1/2).({d}+ {a}+ {b}+ {c}), en identifiant a, b, c avec leurs
images re´ciproques dans X1, tandis que d := (E ∩D
′
2). Il en re´sulte que R1
n’est pas une ∆div1 -courbe rationnelle (mais elle reste cependant “elliptique”).
On peut d’ailleurs ve´rifier que R1 n’est pas non plus une courbe (X1|∆
′)Q-
rationnelle si g : (X1|∆
′)Q → (X|∆)Q est un morphisme orbifolde.
Question 5.19 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, entie`re et finie,
avec X ∈ C. Les proprie´te´s UR,RCC,RC,ARC sont-elles alors pre´serve´es
par e´quivalence bime´romorphe (dans Georb∗, avec ∗ = div, Z, ou Q) ?
Nous indiquerons en 5.38 une solution partielle a` ce proble`me lorsque
(X|∆) est un quotient global, et en de´duirons une approche possible graˆce
aux champs alge´briques.
Il est clair que si g : (X ′|∆′) → (X|∆) est un morphisme orbifolde
(dans Georb∗), avec g(X ′) = X , et si X ′ posse´de l’une des proprie´te´s
UR,RCC,RC,ARC, alors (X|∆) la posse`de aussi. Le proble`me est donc
le rele`vement des ∆∗-courbes rationnelles de X a` (X ′|∆′)∗ lorsque g est
bime´romorphe, avec g∗(∆′) = ∆.
Nous pouvons, graˆce au the´ore`me 2.41, donner une re´ponse partielle af-
firmative a` cette question :
The´ore`me 5.20 Soit (X|∆) une orbifolde lisse, avec X ∈ C. Si u :
(X ′|∆′)→ (X|∆′) est une modification orbifolde e´le´mentaire minimale, avec
(X ′|∆′) lisse, et si (X|∆) posse`de l’une des proprie´te´s UR,RC,ARC, alors
(X ′|∆′) la posse`de aussi, si u est transverse a` une famille ade´quate de courbes
rationnelles de (X|∆) 26.
De´monstration : Montrons l’assertion pour la proprie´te´ RC dans le
cadre des morphismes divisibles. Soit (Ct)t∈T une famille couvrante de
26La conclusion ne subsiste pas pour la proprie´te´ RCC, par 5.16.
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courbes ∆-rationnelles de X . Par le the´ore`me 2.41, nous pouvons suppo-
ser le transforme´ strict dans X ′ du membre ge´ne´rique de cette famille est
une ∆′-courbe rationnelle rencontrant Supp(∆′) transversalement et en des
points lisses de ce diviseur, puisque l’on a suppose´ que la structure orbifolde
∆′ est minimale rendant u un morphisme orbifolde, et que u est transverse
a` la famille “ade´quate” T .
La de´monstration pour les proprie´te´s RC et ARC est analogue 
Le re´sultat e´vident suivant 5.21 montre que l’e´vitement des lieux de codi-
mension 2 ou plus permet de re´soudre affirmativement la question pre´ce´dente,
lorsque la structure orbifolde ∆′ n’est plus minimale.
Soit (Rt)t∈T une famille analytique de courbes de X , parame´tre´e par
l’espace analytique irre´ductible compact T ⊂ Chow(X). On dira que cette
famille est couvrante (resp. bicouvrante) si son membre ge´ne´rique Rt est
irre´ductible, et si son graphe d’incidence Z → T × X est surjectif sur X
(resp. si Z ×T Z → X ×X est surjectif).
Supposons que le membre ge´ne´rique de cette famille de courbe posse`de
une proprie´te´ Π.Une telle famille est ditemaximale pour Π si toute famille
analytique (Rs)s∈S, avec T ⊂ S ⊂ Chow(X) dont le membre ge´ne´rique
posse`de Π est telle que S = T .
Proposition 5.21 Soit (X|∆) lisse, entie`re et finie, avec X ∈ C. Soit
(Rt)t∈T une famille analytique couvrante (resp. bicouvrante) de courbes ∆div-
rationnelles de X, et maximale pour la proprie´te´ d’eˆtre ∆div-rationnelles.
1. Si, pour tout sous-ensemble analytique ferme´ A ⊂ X, de codimension
au moins 2, le membre ge´ne´rique Rt de cette famille ne rencontre pas A.
Alors, pour tout morphisme orbifolde divisible bime´romorphe g : (X ′|∆′) →
(X|∆), avec (X ′|∆′) lisse, entie`re et finie telle que g∗(∆′) = ∆, (X ′|∆′) est
aussi ∆div-UR (resp. ∆div-RC).
2. Si la proprie´te´ pre´ce´dente d’e´vitement des lieux de codimension au
moins 2 est satisfaite pour toute telle (X|∆), les proprie´te´s URdiv et RCdiv
sont alors pre´serve´es par e´quivalence bime´romorphe dans cette classe d’orbi-
foldes ge´ome´triques.
De´monstration : La transforme´e stricte du membre ge´ne´rique Rt ne
rencontre pas le diviseur exceptionnel de g, et est donc une ∆′-courbe ration-
nelle de X ′. La seconde assertion en re´sulte imme´diatement 
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Remarque 5.22 1. Lorsque ∆ = 0, la proprie´te´ d’e´vitement de A
pre´ce´dente est satisfaite par toute famille couvrante de courbes rationnelles
(puisque le fibre´ normal du membre ge´ne´rique est semi-positif).
2. La proposition pre´ce´dente et sa de´monstration, restent valables pour
les courbes ∆∗-rationnelles, avec ∗ = Z,Q.
3. Nous montrerons dans 5.38 la proprie´te´ d’e´vitement de 5.21 pour les
“quotients globaux”, et en de´duirons qu’elle est valable pour les (X|∆) lisses
entie`res et finies dans C si elle l’est pour les champs de DM lisses.
4. Cette proprie´te´ d’e´vitement n’est cependant pas satisfaite par les (X|∆)
lisses, entie`res et finies ge´ne´rales : si (X|∆) = (P2|∆), ou` ∆ est supporte´e
par 3 droites en position ge´ne´rale et affecte´es de multiplicite´s (a, b, c) dont
la somme des inverses est au plus 1 (telles que, par exemple (2, 3, m) avec
m ≥ 6), alors les droites passant par l’un des trois points d’intersection des 3
droites forment trois familles couvrantes maximales de courbes ∆-rationnelles
n’e´vitant pas l’un des trois points.
5. Remplac¸ant la famille donne´e par un “multiple”, obtenu en de´formant
la compose´e h := g ◦ f : P1 → (X|∆), ou` g : P1 → P1 est finie, de grand degre´
et telle que h soit un morphisme orbifolde, la proprie´te´ d’e´vitement doit eˆtre
satisfaite par h, meˆme si elle ne l’est pas pour l’application “initiale” f . Ceci
doit pouvoir eˆtre e´tabli par l’observation de la remarque 5.9.
5. L’invariance bime´romorphe des proprie´te´s UR∗, RC∗, . . . peut cepen-
dant eˆtre de´duite de la proprie´te´ d’e´vitement (C) plus faible e´nonce´e dans le
the´ore`me 5.78.
5.4 Unire´glage et Dimension Canonique : Conjectures
Definition 5.23 Si (X|∆) est une orbifolde ge´ome´trique lisse, on pose :
κ+(X|∆) := maxf{κ(f |∆)}, f : (X|∆) 99K Y parcourant l’ensemble des
applications me´romorphes surjectives (ie : dominantes), avec dim(Y ) > 0.
C’est un invariant bime´romorphe, avec : κ+ ≥ κ.
Donc κ+(X|∆) = −∞ signife : κ(f |∆) = −∞, ∀f : (X|∆) 99K Y .
Exemple 5.24 Si X est rationnellement connexe, alors κ+(X) :=
κ+(X|0) = −∞.
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De´finissant : κ++(X|∆) := maxL⊂Ωp
X
,p>0,rg(L)=1{κ(L|∆)}, on a meˆme :
κ++(X) := κ++(X|0) = −∞ si X est RC.
La de´monstration de l’e´nonce´ suivant est facile, graˆce au the´ore`me 2.41 :
Proposition 5.25 Soit (X|∆)Q une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec X ∈ C
connexe.
1. Si (X|∆)Q est UR, alors κ(X|∆) = −∞.
2. Si (X|∆)Q est RC, alors κ+(X|∆) = −∞.
De´monstration : Soit Z un mode`le lisse du graphe d’incidence d’une
famille alge´brique couvrante (resp. couvrante passant par un point a ∈ X −
Supp(∆)) de X , note´e (Ct)t∈T de courbes ∆Q-rationnelles, pour de´montrer
l’assertion 1 (resp. 2). Les projections naturelles sont note´es p : Z → X et
q : Z → T . Pour l’assertion 1, on suppose de plus que dimZ = dimX .
Le the´ore`me 2.41 nous permet, quitte a` remplacer (X|∆) par une modifi-
cation orbifolde e´le´mentaire minimale transverse a` la famille T , de supposer
que le membre ge´ne´rique Ct de cette famille est lisse, et rencontre transver-
salement Supp(∆), et seulement en des points lisses de ce diviseur.
On munit Z de la plus petite structure orbifolde (que l’on peut supposer
lisse) pour laquelle p : (Z|∆Z) → (X|∆)
Q est un morphisme orbifolde. La
fibre orbifolde ge´ne´rique (C ′t|∆t) de q est alors rationnelle.
Pour l’assertion 1, supposons par l’absurde l’existence d’une section non
nulle : w ∈ H0(X,m.(KX +∆)), m > 0.
Alors 0 6= p∗(w) ∈ H0(Z,m.(KZ +∆Z)). Contredit le fait que la restric-
tion a` C ′t de p
∗(w), qui est non-nulle, doit s’annuler, puisque : (C ′t|∆t) est
rationnelle, et que le fibre´ normal de C ′t dans X est trivial.
Pour l’assertion 2, on note s : T → X la section telle que : s(t) :=
(t, a), ∀t ∈ T .
Soit 0 6= w ∈ H0(X,SmΩr(X|∆)), avec r > 0, m > 0. Soit 0 6= p ∗ (w) ∈
SN(Ω(X|∆)).
Alors p∗(w) = q∗(w′), puisque : (C ′t|∆t) est rationnelle de fibre´ normal
trivial, et w′ = 0, puisque w′ = s∗(q∗(w′)) = s∗(p∗(w)) = 0, puisque p ◦ s :
T → X est l’application constante. Donc w = 0 
La conjecture suivante est la version orbifolde d’une conjecture standard
(qui en est le cas ou` ∆ = 0) de la ge´ome´trie alge´brique :
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Conjecture 5.26 Soit (X|∆)Q une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec X ∈ C
connexe.
Si κ(X|∆) = −∞, alors (X|∆)Q est URQ. Si, de plus, (X|∆) est a`
multiplicite´s entie`res, elle est ∆div-unire´gle´e.
Si κ+(X|∆) = −∞, alors (X|∆)
Q est RCQ. Si, de plus, (X|∆) est a`
multiplicite´s entie`res, elle est ∆div −RC.
Remarque 5.27
1. La condition κ = −∞ e´tant un invariant bime´romorphe, la conjec-
ture 5.26 implique l’invariance bime´romorphe de l’unire´glage, et aussi
l’e´quivalence des conditions URQ et URdiv lorsque ∆ est a` multiplicite´s
entie`res. Ainsi que des conclusions analogues pour la connexite´ rationnelle
et la condition κ+ = −∞.
2. Il est facile de montrer (a` l’aide du “quotient rationnel” et de [GHS
03]) que si la premie`re partie de la conjecture est vraie lorsque ∆ = 0, la
seconde l’est aussi.
3. Le seul cas non-trivial avec ∆ 6= 0 dans lequel cette conjecture est
connue est celui des surfaces projectives avec diviseur orbifolde logarithmique
(∆ = Supp(∆)), par [K-M98]. Il s’agit donc dans ce cas de recouvrir X par
des courbes rationnelles R rencontrant ∆ en un seul point, en lequel R est
unibranche.
Exemple 5.28 Soit X = P2, et ∆ = C, avec C une conique lisse. Donc
(P2|C) est Fano. Les courbes rationnelles orbifoldes R sont alors les courbes
rationnelles (de degre´ d), qui coupent C en un unique point en lequel R est
unibranche.
Lorsque d = 1, les tangentes a` C sont donc de tels exemples. Lorsque
d = 2, R est une conique lisse osculatrice a` C. On a vu en 5.16 que l’on peut
trouver de telles courbes C-rationnelles pour tous les degre´s d. On devrait
pouvoir en de´duire que (P2|C) est ARC.
Lorsque les multiplicite´s sont finies, de nombreux nouveaux cas se
pre´sentent, meˆme lorsque n = 2, d’orbifoldes ge´ome´triques lisses (P2|∆) qui
sont Fano, et pour lesquelles la ve´rification de la conjecture 5.26 n’est pas
imme´diate.
Exemple 5.29 Soit X = P2, ∆ = 2/3(L3 + M3) + 4/5L5 + 6/7.L7,
ou` L3,M3, L5, L7 sont quatre droites en position ge´ne´rale. L’orbifolde
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ge´ome´trique lisse (P2|∆) est Fano, puisque 2/3+1/5+1/7 = 1+1/105 > 1. La
conjecture pre´ce´dente implique qu’elle devrait eˆtre RCdiv. Voir l’exemple 5.8
pour une possible ve´rification directe de cette proprie´te´. Il serait inte´ressant
d’avoir une approche plus conceptuelle (par de´formation) de ce proble`me.
Voir la remarque 5.9.
5.5 Quotients globaux : descente et rele`vement de
courbes rationnelles
Soit (X|∆) lisse, finie et entie`re, avec X ∈ C. Nous allons introduire
une classe (tre`s restreinte) de telles orbifoldes ge´ome´triques pour lesquelles
les proble`mes concernant les courbes ∆div-rationnelles peuvent eˆtre re´duits
au cas usuel ou` ∆ = 0. La conside´ration des champs alge´briques de DM
associe´s devrait permettre d’e´tendre cette re´duction a` toutes les orbifoldes
ge´ome´triques (X|∆) lisse, finie et entie`re, avec X ∈ C.
Definition 5.30 Soit (X|∆) lisse, finie et entie`re, avec X ∈ C, et soit f :
X ′ → X une application holomorphe propre et finie surjective, avec X ′ lisse.
On dit que f ramifie au moins (resp. ramifie exactement) au-dessus de
∆div si f est e´tale au-dessus du comple´mentaire du support de ∆, et si, pour
chaque j, et chaque point x′ de X ′ tel que f(x′) ∈ Dj, f ramifie en x′ a` un
ordre m′j multiple de mj (resp. tel que m
′
j = mj).
On dit que f ramifie au moins au-dessus de ∆Z si m′j ≥ mj, pour tous
j, x′ comme ci-dessus.
On dit que (X|∆) est un quotient global s’il existe un f : X ′ → X
comme ci-dessus, qui ramifie exactement au-dessus de ∆div (ou ∆Z), les no-
tions coincidant alors)
Exemple 5.31 Soit X = P2, ∆ =
∑j=3
j=1(1−
1
mj
).Dj, ou` les mj > 1 sont en-
tiers, et les Dj les droites d’e´quation Tj = 0, dans les coordonne´es homoge`nes
(T1, T2, T3). On note m := pgcdj{mj}. Soit f : P
2 → P2 le morphisme de´fini
par f(Uj) = Tj := U
m
j , pour j = 1, 2, 3. Alors ce morphisme ramifie au moins
(resp.exactement) au-dessus de ∆div pour tous mj (resp. si mj = m, ∀j).
The´ore`me 5.32 Soit (X|∆) lisse, finie et entie`re, avec X ∈ C. On suppose
qu’il existe un morphisme propre et fini f : X ′ → X ramifiant au moins
au-dessus de ∆div (resp. ∆Z).
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1. Soit R′ ⊂ X ′ une courbe rationnelle, et R := f(R′) ⊂ X. Alors : R est
une ∆div-courbe rationnelle (resp. une ∆Z)-courbe rationnelle.
2. Si f ramifie exactement au-dessus de ∆div, et si R ⊂ X est une ∆div-
courbe rationnelle, toute composante irre´ductible R′ ⊂ X ′ de f−1(R) est une
courbe rationnelle de X ′.
Nous donnerons dans les trois sections suivantes des conse´quences
imme´diates de ce re´sultat.
De´monstration : Assertion 1. Nous ne montrerons que le cas divisible
(le cas non-classique est similaire, plus simple).
Lorsque la restriction g : R′ → R est birationnelle, la conclusion re´sulte de
ce que la compose´e de deux morphismes orbifoldes est un morphisme orbifolde
(notant que f : X ′ → (X|∆) est un morphisme orbifolde). Dans le cas
ge´ne´ral, composant les inclusions de R,R′ dans X,X ′ avec les normalisations,
nous pouvons supposer que R,R′ sont lisses rationnelles (pour simplifier les
notations).
Soit maintenant b′ ∈ R tel que b := f(b′) ∈ Dj .
Soit e(b′) l’ordre de ramification de g : R′ → R en b′, et D′j := f
−1(Dj).
On note aussi e(b) := pgcd{e(b′), b′ ∈ f−1(b) ∩ R′}.
La formule de projection fournit pour les nombres d’intersection locaux
pre`s de b, b′ :
m′j .(D
′
j .R
′)b′ = (f ∗(Dj).R′)b′ = (Dj.g∗(R))b = e(b′).(Dj.R)b := e(b′).tj,b
D’ou` l’on de´duit, par le the´ore`me de Bezout, que, pour tout j tel que
g(b′) ∈ Dj, m′j , et donc aussi mj, divise e(b).tj,b.
Donc :
mj
pgcd(tj,b,mj)
divise e(b), ∀j. Et ppcmj{
mj
pgcd(tj,b,mj)
} divise donc e(b).
Et donc, de´signant par ∆′ le plus petit diviseur orbifolde sur R faisant de
l’inclusion (normalise´e) de R dans X un morphisme ∆-orbifolde divisible :
m∆′(b) divise e(b). Donc : KR′ ≥ f
∗(KR+∆′), ce qui ache`ve la de´monstration
de l’assertion 1 du the´ore`me 
Remarquons que l’assertion 1 re´sulte aussi du lemme suivant, qui en donne
une version quantitative, puisque g(R′) = g(R) = 0 :
Lemme 5.33 Soit f : R′ → R un morphisme surjectif de degre´ d > 0 entre
courbes projectives lisses et connexes. Pour tout b′ ∈ R′, on note e(b′) l’ordre
de ramification de f en b′, et pour b ∈ R, par e(b) := pgcd{e(b′), b′ ∈ f−1(b)},
et enfin par e′(b) := inf{e(b′), b′ ∈ f−1(b)} ≤ e(b).
Alors : 2(g(R
′)−1)
d
≥ 2(g(R)−1)
d
+
∑
b(1−
1
e(b)
) ≥ 2(g(R)−1)
d
+
∑
b(1−
1
e′(b)
).
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De´monstration : Appliquant la formule de Riemann-Hurwitz a` f : R′ →
R, on obtient :
2g(R′)−2 = 2d.(g(R)−1)+
∑
b
(
∑
b¯∈f−1(b)
(e(b¯)−1)) = 2d.(g(R)−1)+
∑
b
(d−
∑
b′∈f−1(b)
1)
Divisant par d, nous obtenons :
2(g(R′)− 1)
d
=
2(g(R)− 1)
d
+
∑
b
(1−
∑
b′ 1∑
b′ e(b
′)
)
La conclusion re´sulte alors de ce que :
P
b′ 1P
b′ e(b
′)
≤ 1
e(b)
≤ 1
e′(b)

 De´monstration de l’assertion 2. Conside´rons le diagramme commutatif :
R′
g′
//
v

X ′
f

R
g
// (X|∆)
dans lequel les fle`ches horizontales sont les normalisations compose´es avec
les inclusions, tandis que v est ge´ne´riquement la restriction de f .
Soit b′ ∈ R′, b := v(b′), et tj , t′j respectivement les ordres de contacts en
b et b′ respectivement de Dj avec R, et de f−1(Dj) avec R′. Notons enfin
e(b′) := e l’ordre de ramification en b′ de v. La formule de projection (ou la
commutativite´ du diagramme pre´ce´dent) montre que :
f∗(R′).Dj = e.g∗(Dj) = e.tj = R′.f ∗(Dj) = mj .t′j
Puisque X ′ est suppose´ lisse, t′j est entier.
Notons dj := pgcd(tj, mj), uj := tj/dj, m
′
j := mj/dj.
Donc pgcd(uj, m
′
j) = 1.
On de´duit donc de l’e´galite´ ci-dessus que, pour tout j ∈ J(b), ensemble
des j tels que g(b) ∈ Dj :
e.uj = m
′
j .t
′
j,
De sorte que : uj divise t
′
j et m
′
j divise e pour tout j ∈ J(b).
Soit alors : m′ := ppcm{m′j , j ∈ J(b)}.
Alors m′ divise e par ce qui pre´ce`de. Posons : e := e′.m′.
L’assertion du the´ore`me sera e´tablie si l’on montre que v : R′ → (R|∆R)
est e´tale (ie : si e = m′, ce qui e´quivaut ici a` : v∗(KR + ∆R) = KR′ , ∆R
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e´tant le diviseur orbifolde sur R attribuant a` (tout) b ∈ R la multiplicite´
m′ pre´ce´dente, qui est la plus petite faisant de g : (R|∆R) → (X|∆) un
morphisme orbifolde divisible).
Nous allons montrer que e′ = 1, ce qui e´tablira donc le the´ore`me.
Dans l’e´galite´ suivante, les trois termes sont des entiers, et e′ divise donc
e” := pgcd(e, t′j, j ∈ J(b)) :
e′.(
m′
m′j
) = (
t′j
uj
), ∀j ∈ J(b).
Dans des coordonne´es locales adapte´es, nous pouvons donc supposer (par
lissite´ et reveˆtement e´tale local de X ′) que, si s ∈ D est une coordonne´e locale
sur R′, alors :
g′(s) = (st
′
1 .(1 + s.w1(s)), . . . , s
t′n .(1 + s.wn(s)),
tandis que :
f ◦ g′(s) = p1(se), . . . , pn(se),
les wk, pk et xk ci-dessous e´tant des fonctions analytiques au voisinage de
0.
On a donc, sur un voisinage de 0 ∈ D, disque unite´ de C :
pk(s
e) = st
′
k
.mk .(1 + s.wk(s)), ∀k := 1, . . . , n.
On en de´duit que e.tk = t
′
k.mk et que (1 + s.wk(s)) = 1 + s
e.xk(s
e), pour
s assez voisin de 0 ∈ C, et k = 1, . . . , n. Donc :
g′(s) = (st
′
1 .(1 + se.x1(s
e)), . . . , st
′
n .(1 + se.xn(s
e)).
Puisque g′ est ge´ne´riquement injective pre`s de 0, on a bien :
pgcd(e, t′k, k = 1, . . . , n) = 1.
Ce qui ache`ve la preuve 
Remarque 5.34 Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, la de´monstration montre,
plus ge´ne´ralement, que si (R|∆R) → (X|∆) est un morphisme orbifolde,
avec R une courbe irre´ductible, et si R′ ⊂ f−1(R) ⊂ X ′ est une composante
irre´ductible, alors v : R′ → (R|∆) est orbifolde-e´tale au sens suivant :
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Definition 5.35 Soit f : (B′|∆B′) → (B|∆B) un morphisme fini surjectif
entre courbes lisses projectives et connexes B′, B. On dit que f est e´tale si
f ∗(KB + ∆B) = KB′ + ∆B′. Ceci e´quivaut a` : e(b′).m′(b′) = m(b) pour tout
b′ ∈ B′, e(b′) (resp. m(b′), resp. m(b)) de´signant l’ordre de ramification en b′
(resp. la multiplicite´ de ∆B′ en b
′, resp. la multiplicite´ de ∆B en b := f(b′)).
Si f : (B′|∆B′)→ (B|∆B) est e´tale, alors (B′|∆B′) est rationnelle (resp.
elliptique) si et seulement si (B|∆B) l’est. (On dit que (B
′|∆B′) est elliptique
si deg(K(B′|∆B′)) = 0).
5.6 Quotients globaux : unire´glage et connexite´ ration-
nelle
Nous re´duisons ici, graˆce au the´ore`me 5.32, l’e´tude des courbes ∆div-
rationnelles a` celle des courbes rationnelles usuelles lorsque (X|∆) est un
quotient global au sens de 5.30.
The´ore`me 5.36 Soit f : X ′ → (X|∆) un quotient global au sens de la
de´finition 5.30. Alors :
1. (X|∆)div est unire´gle´e si et seulement si X ′ est unire´gle´e.
2. (X|∆)div est fRCC si et seulement si X ′ est fRCC.
3. (X|∆)div est RC si et seulement si X ′ est RC.
4. (X|∆)div est ARC si et seulement si X ′ est ARC.
Si f : X ′ → (X|∆) ramifie au moins au-dessus de (X|∆)div, alors :
1. (X|∆)div est unire´gle´e si X ′ est unire´gle´e.
2. (X|∆)div est ARC si X ′ est RCC.
De´monstration : Elle est imme´diate, d’apre`s les de´finitions, et le
the´ore`me 5.32.
Exemple 5.37 Soit (X|∆) l’example 5.31. Par 5.36 pre´ce´dent, (X|∆)div est
ARC.
Corollaire 5.38 Soit f : X ′ → (X|∆) un quotient global au sens de la
de´finition 5.30. Alors les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
1. (X|∆)div est fRCC
2. (X|∆)div est RC
3. (X|∆)div est ARC
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De´monstration : Evidente d’apre`s 5.36 et l’e´quivalence entre les pro-
prie´te´s ARC et fRCC = RCC pour X ′ (qui re´sulte de [Ko-Mi-Mo92]).
Corollaire 5.39 Soit f : X ′ → (X|∆) un quotient global au sens de la
de´finition 5.30. Si (X|∆) est Fano (i.e : −(KX + ∆) est ample sur X),
alors :
1. (X|∆)div est ARC.
2. pi1(X|∆) est fini.
Remarque 5.40 La de´monstration de ce corollaire en supprimant l’hy-
pothe`se “quotient global” semble accessible a` l’aide des champs de DM lisses.
Voir aussi la remarque 5.9.
Nous en de´duisons maintenant une version faible de l’e´quivalence
bime´romorphe (qui n’est pas aussi e´vidente que lorsque ∆ = 0) :
Corollaire 5.41 Soit f : X ′ → (X|∆) un quotient global au sens de la
de´finition 5.30, avec X ∈ C. Alors :
1. La proprie´te´ d’e´vitement 5.21 est satisfaite par (X|∆).
De plus, si g : (X1|∆
′) → (X|∆) est un morphisme orbifolde divisible
bime´romorphe, avec g∗(∆1) = ∆, et (X1|∆1) lisse, alors :
2. (X|∆)div est unire´gle´e si et seulement si (X1|∆1)
div est unire´gle´e.
3. (X|∆)div est RC si et seulement si (X1|∆1)
div est RC.
De´monstration : Les proprie´te´s 2. et 3. de´coulent de 1., graˆce a` 5.21.
On va e´tablir 1.
Soit A ⊂ X , analytique ferme´ de codimension au moins 2, et A′ ⊂ X ′
son image re´ciproque dans X ′, qui y est de codimension au moins 2 puisque
f est finie. Si on a une famille alge´brique couvrante maximale de courbes
∆div-rationnelles de X , elle fournit (graˆce a` 5.32 par image re´ciproque par
g une famille alge´brique couvrante maximale de courbes rationnelles de X ′
dont le membre ge´ne´rique e´vite donc A′. Leurs images par g e´vitent donc A,
et sont des courbes rationnelles de (X|∆)div 
Remarque 5.42 Pour e´tablir l’e´quivalence des conditions RCCdiv et
ARCdiv, ainsi que l’invariance bime´romorphe des conditions URdiv et RCdiv,
il suffit donc de le faire pour les champs de DM (et les conditions UR et RC
dans ette cate´gorie). Voir aussi la remarque 5.9.
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The´ore`me 5.43 Admettons la conjecture 5.26 pre´ce´dente lorsque ∆ = 0.
Alors cette conjecture est encore valable pour tout quotient global f : X ′ →
(X|∆) au sens de la de´finition 5.30 ci-dessous.
De´monstration : En effet : f ∗(KX + ∆) = KX′ , de telle sorte que
κ(X|∆) = κ(X ′) = −∞. Donc X ′ est unire´gle´e (par 5.26), et donc aussi
(X|∆), par 5.32 
Corollaire 5.44 Admettons la conjecture 5.26 lorsque ∆ = 0. Soit (X|∆) un
quotient global (au sens de 5.30), avec X ∈ C connexe. Si κ+(X|∆) = −∞,
alors (X|∆) est ARCdiv.
De´monstration : Soit f : X ′ → (X|∆) le morphisme fini faisant de
(X|∆) un quotient global. Alors κ+(X
′) = −∞, puisque κ+(X|∆) = −∞.
Donc X ′ est ARC, par la conjecture 5.26 pour ∆ = 0. Donc (X|∆) est aussi
ARC, par 5.36 
5.7 Quotients globaux : le lemme de “scindage” orbi-
folde.
Proposition 5.45 Soit (X|∆) une orbifolde lisse avec X ∈ C connexe, et Ct
une famille alge´brique couvrante de courbes ∆Q-rationnelles. Alors : (KX +
∆).Ct < 0.
De´monstration : D’apre`s le the´ore`me 2.41, on peut, quitte a` modi-
fier (X|∆) dans GeorbQ, supposer que le membre ge´ne´rique de cette famille
(Ct)t∈T est lisse et rencontre Supp(∆) transversalement en des points lisses.
Si la proprie´te´ est vraie sur l’orbifolde modifie´e, elle l’est sur (X|∆), puisque
l’effectivite´ nume´rique du fibre´ canonique orbifolde croˆıt par une telle modi-
fication.
On conside`re le graphe d’incidence normalise´ q : Z → X de la famille, et
en utilisant le fait que q∗(KX) ≤ KZ+q∗(∆), puisque la famille est couvrante.
On conclut avec la formule d’adjonction : (KX +∆).Ct = q
∗(KX +∆).C ′t ≤
(KZ+q
∗(∆)).C ′t = deg(KC′t)+q
∗(∆).C ′t < 0, puisque C
′
t est q
∗(∆)-rationnelle,
par 2.38 et 2.35. (On a note´ C ′t l’image dans Z de Ct) 
La question centrale d’existence de la ge´ome´trie des ∆-courbes ration-
nelles est la re´ciproque :
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Question 5.46 Soit (X|∆) une orbifolde lisse avec X ∈ C connexe. Soit
C ⊂ X une courbe projective irre´ductible non contenue dans le support de
∆. Soit a ∈ C, a /∈ Supp(∆). Si (KX + ∆).C < 0, existe-t’il une ∆-courbe
rationnelle R passant par a ?
Si ∆ est entie`re, on peut demander a` R d’eˆtre, soit ∆div-rationnelle
(version forte), soit seulement ∆Z-rationnelle, ou meˆme seulement ∆Q-
rationnelle.
Nous allons de´duire du classique “lemme de scindage” (“Bend and break”)
de Miyaoka-Mori [Mi-Mo 86] une re´ponse positive a` la version divisible dans
le cas (tre`s) particulier suivant.
The´ore`me 5.47 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, entie`re et a`
multiplicite´s finies. On suppose X projective. On suppose aussi qu’il existe
un morphisme fini f : X ′ → X, avec X lisse, ramifiant au moins au-dessus
de ∆div.
Soit C ⊂ X une courbe projective irre´ductible, non contenue dans
Supp(∆), et telle que (KX +∆).C < 0.
Alors : si a ∈ C n’appartient pas au support de ∆, il existe une ∆div-
courbe rationnelle R de X passant par a.
Si H est un diviseur ample sur X, on peut choisir R telle que :
H.R ≤
2.H.C
−(KX +∆).C
.
De´monstration : Soit C ′ une composante irre´ductible de f−1(C). Alors
KX′ .C
′ = d.f ∗(KX +∆).C < 0 si f∗(C ′) = d.C. Soit H ′ := f ∗(H). Si a′ ∈ C ′
est au-dessus de a, il existe, d’apre`s [Mi-Mo 86], une courbe rationnelle R′
passant par a′ et telle que :
H ′.R′ ≤ 2.
H ′.C ′
−(KX′ .C ′)
Posant R := f(R′). Il suffit donc de montrer que R est une ∆div-courbe
rationnelle. Le the´ore`me 5.32 ci-dessus ache`ve donc la de´monstration 
Corollaire 5.48 Soit (X|∆) et f : X ′ → X satisfaisant les hypothe`ses du
the´ore`me pre´ce´dent. On suppose que (KX + ∆).Ct < 0 pour une famille Ct
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de courbes irre´ductibles de X recouvrant un ouvert (analytique) non vide de
X. Alors un ouvert de Zariski non-vide de X est recouvert par une famille
alge´brique de courbes ∆div-rationnelles Rs (i.e : (X|∆)
div est unire´gle´e).
Si la famille Ct est alge´brique, le H-degre´ des Rs satisfait la borne de
5.47.
Remarque 5.49 L’hypothe`se tre`s restrictive de l’existence de f : X ′ → X
dans les deux re´sultats pre´ce´dents devrait pouvoir eˆtre supprime´e en rem-
plac¸ant ce reveˆtement par le champ alge´brique (de Deligne-Mumford) associe´
a` (X|∆), et en e´tablissant un “lemme de scindage” dans cette cate´gorie.
5.8 Quotients globaux : semi-positivite´ ge´ne´rique.
La pre´sente section est sugge´re´e par une question orale d’Amae¨l Broustet
([Br 08]) : “peut-t-on e´tendre aux orbifoldes ge´ome´triques le the´ore`me de
semi-positivite´ ge´ome´trique de Miyaoka (voir [Miy 87] et [SP 92]) ?”
On peut pre´ciser :
Question 5.50 Soit (X|∆) une orbifolde lisse et finie, avec X ∈ C. S’il
existe des entiers strictement positifs m, p tels que SmΩp(X|∆) ait un quo-
tient Q tel que c1(Q) ne soit pas pseudo-effectif, alors (X|∆) est-elle unire´gle´e
(i.e : ge´ne´riquement recouverte par une famille de ∆-courbes rationnelles) ?
On a une re´ponse positive lorsque ∆ = 0 si X est projective ([C-Pe 06]),
et aussi dans la version divisible dans le cas (tre`s) particulier suivant :
The´ore`me 5.51 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, entie`re et a`
multiplicite´s finies. On suppose X projective. On suppose aussi qu’il existe
un morphisme fini f : X ′ → X, avec X ′ lisse, ramifiant exactement au-
dessus de ∆′.
Alors (X|∆) est unire´gle´e s’il existe des entiers strictement positifs m, p
tels que SmΩp(X|∆) ait un quotient Q tel que c1(Q) ne soit pas pseudo-
effectif, et si m est divisible par toutes les multiplicite´s de ∆.
De´monstration : C’est une re´duction imme´diate au cas ou` ∆ = 0. En
effet : f ∗(SmΩp(X|∆)) = Symm(ΩpX′) a pour quotient f
∗(Q), qui n’est pas
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pseudo-effectif. Donc X ′ est unire´gle´e, par [C-Pe 06], theorem 0.3, et donc
aussi (X|∆)div, par 5.32 
Remarque 5.52 Ici encore, on pourrait s’affranchir de l’hypothe`se que
(X|∆) est un quotient global en e´tablissant le re´sultat de [C-Pe 06] pour
les champs alge´briques de DM.
5.9 Sections orbifoldes.
Cette section tente de formuler le the´ore`me de [GHS 03] dans le cadre des
orbifoldes ge´ome´triques. Rappelons-le :
The´ore`me 5.53 ([G-H-S 03]) Soit g′ : X ′ → B′ une fibration, avec X ′, B′
projectives, lisses et connexes, et B′ une courbe. Si la fibre ge´ne´rique de g′
est RC, alors g′ admet une section.
Les bases orbifoldes dans Georbdiv ne discernent pas l’existence sections
locales (voir l’exemple 5.57 ci-dessous). On doit donc ici, se placer dans la
cate´gorie GeorbQ. Lorsque (X|∆) est entie`re, une re´ponse affirmative a` la
question 5.15 permettrait de remonter les ∆Q-courbes rationnelles obtenues
en des ∆div-courbes rationnelles.
Definition 5.54 Soit g : (X|∆)→ B une fibration sur une courbe projective
lisse et connexe, (X|∆) e´tant lisse, avec X ∈ C. Soit ∆B = ∆
Q
B := ∆(g|∆)
Q
la base orbifolde de (g,∆) dans GeorbQ.
Soit jC : C ⊂ X une courbe projective irre´ductible surjective (donc finie)
sur B, de normalisation ν : Cˆ → C, et non contenue dans Supp(∆). On
munit Cˆ de la plus petite structure orbifolde entie`re ∆C = ∆
Q
C qui fait de
l’inclusion normalise´e jC ◦ ν : Cˆ → (X|∆)
Q un morphisme orbifolde.
Donc, gC := g ◦ jC ◦ ν : (Cˆ|∆C)→ (B|∆B)
Q est un morphisme orbifolde.
On dit que C est une multisection (resp. une section) de (g|∆) si gC
est orbifolde-e´tale (i.e : si (gC)
∗(KB +∆B) = KCˆ +∆C) (resp. et si, de plus,
gC est de degre´ 1).
Question 5.55 Soit g : (X|∆)→ B une fibration sur une courbe projective
lisse et connexe, (X|∆) e´tant lisse, avec X ∈ C. On suppose que la fibre
orbifolde ge´ne´rique (Xb|∆b) de g est (RC
Q). (Donc X est Moishezon, et
projective si X est Ka¨hler). Alors :
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1. (g|∆) a-t-elle une multisection σ : B → X ?
2. A-t-on : ∆ZB = 0 si ∆
vert = 0 (i.e : si Supp(∆) ne contient aucune
composante d’une fibre de g) ?
3. (g|∆) a-t’elle une section orbifolde si, de plus, ∆vert = 0 ?
Remarque 5.56 Si, dans la situation de 5.55, on suppose (X|∆) entie`re,
et si on conside`re ∆divB := ∆(g|∆)
div, base orbifolde de (g,∆) dans Georbdiv,
et de manie`re analogue, ∆divC , alors (g,∆) n’a en ge´ne´ral pas de multisection
orbifolde (voir l’exemple 5.57 ci-dessous).
Exemple 5.57 Conside´rons par exemple la seconde projection f0 : X0 :=
P1 × P1 → P1 := B. On e´clate d’abord X0 aux trois points (0, 0), (0, 1) et
(0,∞). On obtient ainsi u : X1 → X0 et sur X1, six (−1)−courbes F0, F1, F∞
et E0, E1, E∞, ou` les Fi sont les transforme´s stricts des fibres f−1(i), et Ei
le diviseur exceptionnel correspondant, image re´ciproque de (0, i) pour i =
0, 1,∞. On note g := f0 ◦ u : X1 → P1.
Soit 3 ≤ p < q deux entiers premiers entre eux. On munit X1 du diviseur
orbifolde ∆1 := (1− 1/p).(E0 +E1 +E∞) + (1− 1/q).(F0 + F1 + F∞). Alors
(X1|∆1)
Q n’a pas de courbe rationnelle orbifolde g-horizontale (B1|∆B1). En
effet : ∆Qg,∆1 = (1 − 1/p).({0} + {1} + {∞}), et donc : κ((P1|∆
Q
g,∆1
)) =
1. L’inclusion normalise´e de B1 dans X1 compose´e avec g fournirait alors
un morphisme g1 : (B1|∆B1)
Q → (P1|∆
Q
g,∆1
) qui induirait pour tout N une
inclusion g∗1 : H
0(SN(Ω1(P1|∆
Q
g,∆1
))→ H0(SN(Ω1(B1|∆B1)). Ce qui implique
que κ(B1|∆B1) ≥ κ((P1|∆
Q
g,∆1
)) = 1 et contredit la rationalite´ de (B1|∆B1)
Q.
Remarquer que, par contre, ∆divg,∆1 = 0, puisque pgcd(p, q) = 1.
Dans le cas des quotients globaux, on peut encore re´duire la solution de
la question 5.55 au cas ou` ∆ = 0, re´solu dans [GHS 03] :
Proposition 5.58 Soit f : X ′ → (X|∆) un quotient global au sens de 5.30.
On suppose qu’il existe un diagramme commutatif :
X ′
f
//
g′

(X|∆)
g

B′
h // B
dans lequel les fle`ches verticales sont des fibrations, et ou` B′, B sont des
courbes projectives lisses et connexes. Alors :
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1. KB′ ≤ h
∗(KB +∆(g,∆)div).
2. Si g′ a une section σ′, alors : KB′ = h∗(KB + ∆(g,∆)div), et
∆(g,∆)div = ∆(g,∆)Z. De plus :
3. Si g′ a une section σ′, et si B1 := est la normalise´e de f ◦σ′(B′), munie
de la plus petite structure orbifolde ∆divB1 faisant de l’inclusion normalise´e i :
(B1|∆B1)
div → (X|∆)div un morphisme, alors g : (B1|∆B1)
div → (B|∆B)
div
est e´tale.
De´monstration :
1. Soit b′ ∈ B′, et e(b′) := e l’indice de ramification de h en b′. Soit
b := h(b′) ∈ B. Soit x′ ∈ X ′ tel que g′(b′) = b′, et x := f(x′). Soit D
une composante irre´ductible de g−1(b) contenant x, et D′ une composante
irre´ductible de f−1(D) contenant x′.
Alors pre`s de x′ et de x, on a :
tD.m∆(D).D
′+... = f ∗(g∗(b)) = (g◦f)∗(b) = (h◦g′)∗(b) = g′∗(e.b′) = e.d.D′+...,
en de´signant par tD (resp. d) la multiplicite´ de D (resp. D
′) dans la fibre
de g au-dessus de b (resp. de g′ au-dessus de b′).
Puisque, par de´finition, m∆div
B
(b) = pgcd{D}{tD.m∆(D)}, on voit que e(b′)
divise m∆div
B
(b), ce qui est l’assertion 1.
2. Si g′ admet une section σ′ telle que σ′(b′) = x′, on a : d = 1. Donc :
e = tD.m∆(D) ≥ m∆Z
B
(b) divise m∆div
B
(b). Puisque m∆div
B
(b) divise (toujours)
m∆Z
B
(b), on a l’e´galite´ : e = tD.m∆(D) ≥ m∆Z
B
(b) = m∆Z
B
(b), pour tout b ∈ B,
ce qui est l’assertion 2.
Remarquons que e = tD si m∆(D) = 1.
3. On en de´duit donc que f ◦ σ′ : B′ → (B1|∆B1)
div est orbifolde-e´tale au
sens de 5.35. En effet, si u, v sont des morphismes divisibles de courbes dont
le compose´ est orbifolde-e´tale, chacun des deux l’est aussi.
Puisque la compose´e h = (g ◦ f ◦ σ′) : B′ → (B|∆B)div est orbifolde-e´tale
(par 2. ci-dessus), on en de´duit que g : (B1|∆B1)
div → (B|∆B)
div est aussi
orbifolde-e´tale 
Corollaire 5.59 Dans la situation du diagramme de 5.58, si les fibres de g′
sont RC, alors g′ a une section σ′ (d’apre`s 5.53), et donc (d’apre`s 5.58) :
1. KB′ = h
∗(KB + ∆(g,∆)div) (autrement dit : h est orbifolde-e´tale au
sens de 5.35).
2. ∆(g,∆)div = ∆(g,∆)Z.
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3. g : (B1|∆B1)
div → (B|∆B)
div est e´tale au sens de 5.35.
4. En particulier, si (B|∆B)
div est rationnelle, (X|∆)div et X ′ sont RC.
5. Si ∆vert = 0, h : B′ → B est e´tale, et ∆ZB = 0. Si B ∼= P
1, alors (g,∆)
a une section.
De´monstration : Seule l’assertion 5. ne re´sulte pas de 5.58, et est
de´montre´e. Puisque ∆vert = 0, ∆(g,∆)Z = ∆(g)Z . Les fibres de g′ e´tant
RC, celles de g le sont aussi, et ∆(g)Z = 0, d’apre`s [GHS 03]. Les autres
assertions en sont des conse´quences directes 
Remarque 5.60 L’e´nonce´ de [GHS 03] dans la cate´gorie des champs de DM
lisses fournirait donc, avec les arguments ci-dessus, une re´ponse affirmative
a` a question 5.55.
Nous allons maintenant renforcer la question 5.55 pose´e ci-dessus :
Conjecture 5.61 Soit g : (X|∆)→ B une fibration, avec X,B projectives,
lisses et connexes, (X|∆) entie`re, et B une courbe. On suppose que la fibre
orbifolde ge´ne´rique (Xb|∆b)
div de g est lisse et RC, et que le support de ∆
n’a pas de composante irre´ductible g-verticale (ie : contenue dans une fibre
de g). Soit E ⊂ X est un sous-ensemble fini en chaque point duquel la fibre
de g est lisse et re´duite.
Alors (g,∆) admet une section orbifolde σ dont l’image contient E.
De manie`re e´quivalente, pour toute composante irre´ductible Dj, de mul-
tiplicite´ mj, du support de ∆, et tout b de B, l’ordre de contact en σ(b) de
Dj avec σ(B) est divisible par mj, si σ(b) ∈ Dj.
Remarque 5.62 Il est clair que la conjecture 5.61 fournit une section orbi-
folde de (g,∆) (au sens de 5.53) dans la situation particulie`re ou` ∆ n’a pas
de composante g-verticale.
La conjecture 5.61 est la version orbifolde ge´ome´trique de la suivante :
Conjecture 5.63 ([H-T 04]) Soit g : X → B une fibration, avec X,B
projectives, lisses et connexes, et B une courbe. Si la fibre ge´ne´rique de g est
RC, et si E ⊂ X est un sous-ensemble fini en chaque point duquel la fibre
de g est lisse et re´duite, alors g admet une section dont l’image contient E.
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Proposition 5.64 Soit g : (X|∆)→ B une fibration, avec X,B projectives,
lisses et connexes, (X|∆) entie`re, et B une courbe. On suppose que la fibre
orbifolde ge´ne´rique (Xb|∆b) de g est RC
div.
Admettons la conjecture 5.61.
1. Alors (g,∆) a une multisection orbifolde au sens de 5.53.
2. En particulier, si (X|∆) est lisse et si (B|∆g,∆)
Q est rationnelle, alors
(X|∆) est RCCdiv.
De´monstration :
Soit ∆B := ∆
Q
g,∆ =
∑
b∈B(1−
1
m(b)
).{b} =
∑
k(1−
1
mk
).{bk}, avec : mk :=
m(bk) := infj{tj.m∆(Fj)}, si g
∗(bk) =
∑
j tj .Fj . Pour chacun des bk, soit
jk un indice tel que tjk .m∆(Fjk) = mk. Posons : mk(g) := tjk , et ∆g :=∑
k(1−
1
mk(g)
).{bk}.
Il existe alors un reveˆtement orbifolde e´tale : u : B′ → (B|∆g)27. On
conside`re g′ : X ′ := ̂X ×B B1 → B1, de´duit de g par changement de base
et normalisation. Alors l’image re´ciproque F ′jk de chacun des Fjk est une
composante re´duite de la fibre de g′ au-dessus de b′k := u
−1(bk). Notons
f : X ′ → X la projection naturelle. Choisissant pour chaque k un point lisse
Ek de F
′
jk
, et notant E la re´union des Ek, on peut appliquer la conjecture
5.61 a` (X ′|f ∗(∆hor)), ou` ∆hor est la partie g-horizontale de ∆. On obtient
ainsi une section σ′ de g contenant E, et ayant les ordres de tangence requis
le long de f ∗(∆)hor).
On ve´rifie imme´diatement que B1 := f(σ
′(B′)) est une (multi)section
orbifolde de g : (X|∆)→ B. La dernie`re assertion est alors e´vidente 
5.10 Quotients rationnels orbifoldes
The´ore`me 5.65 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse et entie`re, avec
X ∈ C connexe. Il existe une unique fibration me´romorphe dominante R :=
R(X|∆) : X 99K R(X|∆), qui est presque-holomorphe, telle que28 :
1. Les fibres orbifoldes de R sont fRCC.
2. Si y ∈ R(X|∆) est ge´ne´ral, la fibre Xy de R au-dessus de y ne rencontre
aucune courbe rationnelle orbifolde de (X|∆).
27Sauf si B = P1, et si le support de ∆g a 1 ou 2 e´le´ments. Dans ce cas, on choisit
simplement B′ = B. La courbe B1 re´sultant de la construction qui suit ne sera pas une
section orbifolde, mais sera une courbe ∆div-rationnelle, ce qui suffit pour nos applications.
28Ici encore, le re´sultat et sa de´monstration sont valables pour les trois notions de ∆-
courbe rationnelle. On pre´cisera R∗, ∗ = div, Z,Q si besoin est.
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Remarque 5.66 L’exemple 5.16 montre que cette fibration n’est pas tou-
jours un invariant bime´romorphe de l’orbifolde (X|∆), lorsque celle-ci a une
singularite´ non klt.
De´monstration : Nous utilisons ici (brie`vement) l’appendice technique
5.13 ci-dessous.
Si (X|∆) n’est pas unire´gle´e, R = idX . Sinon, on de´signe par A ⊂ C(X)
l’ensemble des points parame´trant une courbe rationnelle orbifolde (re´duite)
de (X|∆). On va montrer que A est Z-re´gulier (au sens de 5.83). La conclu-
sion re´sultera alors de 5.84. Soit donc B ⊂ C(X) un sous-ensemble analy-
tique ferme´ irre´ductible (donc compact, par [Lieb78]) tel que Za soit une
courbe rationnelle orbifolde re´duite de (X|∆) pour a ∈ A′ := A ∩ B, A′ non
contenu dans une re´union de´nombrable de sous-ensembles analytiques ferme´s
stricts de B. Quitte a` conside´rer une modification u : (X ′|∆′) → (X|∆),
bime´romorphe orbifolde minimale transverse a` la famille B, le membre
ge´ne´rique Z ′b de la famille, parame´tre´e par B, de X
′ obtenue par transforme´e
stricte par u est donc une courbe rationnelle de X ′, par le the´ore`me 2.41.
Soit Z ′ ⊂ B ×X ′ le graphe d’incidence (normalise´) de la famille Z ′b, b ∈ B,
muni de ses projections p′ : Z ′ → X ′ et q′ : Z ′ → B. Au-dessus d’un ou-
vert de Zariski dense B∗ de B, q′ est une submersion de fibre P1. Soit ∆Z′
la plus petite structure orbifolde sur Z ′ rendant p′ : (Z ′|∆Z′) → (X ′|∆′) un
morphisme orbifolde. Par transversalite´, la restriction transverse de ∆Z′ a` Z
′
b
est aussi la restriction de ∆ a` Zb (voir 2.41). Cette restriction est donc une
courbe ∆-rationnelle pour tout a ∈ A”. Puisque A” n’est pas contenu dans
un sous-ensemble analytique ferme´ strict de B, la restriction (Z ′b|∆
′
Z′,b) de
∆Z′ a` Z
′
b est donc une courbe rationnelle orbifolde pour b ∈ B ge´ne´rique. En
fait, il existe une structure orbifolde fixe ∆P sur P1 (a` automorphisme pre`s
de P1) telle que (Z
′
b|∆
′
Z′,b) soit une courbe rationnelle orbifolde isomorphe a`
(P1|∆P ), pour b ∈ B ge´ne´rique. Il en est donc de meˆme pour la restriction
de ∆ a` Zb, b ∈ B ge´ne´rique, puisque ces deux restrictions coincident 
Question 5.67 La fibration R pre´ce´dente est-elle un invariant
bime´romorphe de l’orbifolde (X|∆) si celle-ci est finie ? Ceci semble
pouvoir eˆtre de´montre´ en observant que les fibres d’un e´clatement centre´
en l’intersection de m ≥ 2 composantes du support de ∆ sont des projec-
tifs munis d’une structure orbifolde finie supporte´e par les hyperplans de
coordonne´es, et donc ARC, par (la ge´ne´ralisation imme´diate de) l’exemple
5.37.
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Definition 5.68 Soit (X|∆) lisse, avec X ∈ C. On dit que (X|∆) est
1. fortement rationnellement connexe si, toute orbifolde lisse
bime´romorphiquement e´quivalente a` (X|∆) est fRCC.
2. rationnellement engendre´e si, pour toute fibration f : (X|∆) 99K
Y , toute base orbifolde stable de (f |∆) est UR 29.
On note alors : (X|∆)∗ est FRCC (resp. RE), ou (X|∆) est FRCC∗
(resp. RE∗), si l’on veut pre´ciser la cate´gorie Georb∗ dans laquelle on s’est
place´.
Remarque 5.69
1. Si (X|∆) est RE∗ avec dim(X) > 0, elle est UR∗.
2. Les proprie´te´s RE∗ et FRCC∗ sont, par de´finition, pre´serve´es par
e´quivalence bime´romorphe. On a l’implication : FRCC∗ =⇒ RE∗. Soit,
en effet, g : (X ′|∆′) → Y une fibration holomorphe nette, avec (X ′|∆′)
bime´romorphe a` (X|∆). Puisque (X ′|∆′) est fRCC, elle est recouverte par
une famille de ∆′-courbes rationnelles non contenues dans les fibres de g, et
dont les images par g fournissent donc un unire´glage de sa base orbifolde.
3. Lorsque ∆ = 0, et X projective (ou Ka¨hler compacte), on a e´quivalence
entre les conditions RE et RC. On e´tablit cette e´quivalence en conside´rant
le “quotient” rationnel de X, et en appliquant [GHS 03]. Voir 5.78 pour le
cas ge´ne´ral.
Question 5.70 Les proprie´te´s FRCC et RE sont-elles e´quivalentes ?
Corollaire 5.71 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse et entie`re, avec
X ∈ C connexe. Il existe une unique fibration me´romorphe dominante R¯ :=
R¯(X|∆) : X 99K R(X|∆) telle que30 :
1. Les fibres orbifoldes de R sont FRCC.
2. Si y ∈ R(X|∆) est ge´ne´ral, la fibre Xy de R au-dessus de y ne rencontre
aucune courbe rationnelle orbifolde de (X|∆).
De´monstration : Si u : (X ′|∆′) → (X|∆) est une modification
bime´romorphe orbifolde, l’image par u de la fibre ge´ne´rique de R(X′|∆′) est
contenue dans une fibre de R(X|∆), puisque sont image est fRCC. On choisit
pour R¯ la fibration dont la fibre ge´ne´rique est l’image dans X d’une fibra-
tion R(X′|∆′) dont la dimension des fibres est minimum. Cette fibration est
29Ici encore, on peut se placer dans l’une des trois cate´gories Georb∗.
30Ici encore, le re´sultat et sa de´monstration sont valables pour les trois notions de ∆-
courbe rationnelle. On pre´cisera R¯∗, ∗ = div, Z,Q si besoin est.
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un invariant bime´romorphe, car si (X|∆) et (X1|∆1) sont (e´le´mentairement)
domine´es par (X+|∆+), les fibrations R¯ de´finies ci-dessus coincident pour
(X|∆) et (X+|∆+), ainsi que pour (X1|∆1) et (X
+|∆+), donc aussi pour
(X|∆) et (X1|∆1). Les fibres orbifoldes de R¯ sont FRCC : on peut suppo-
ser que R¯ = R (ie : que la dimension des fibres de R est minimum). Si la
fibre orbifolde (Xy|∆y) ge´ne´rique de R n’est pas FRCC, il existe un mode`le
bime´romorphe (X ′y|∆
′
y) de cette fibre telle que la fibration R associe´e (qui est
presque-holomorphe) R′y : (X
′
y|∆
′
y) → Z
′
y, avec dim(Z
′
y) > 0. Les arguments
de 8.21 fournissent alors une factorisation : R = h ◦ g, avec g : (X|∆) → Z
et h : Z → Y , avec dim(Z) > dim(Y ) telle que les fibres ge´ne´riques de g
soient les images dans X de celles des R′y. On en de´duit, par transforme´e
stricte de ∆, l’existence d’une orbifolde lisse (X ′|∆′) bime´romorphe a` (X|∆)
et pour laquelle la fibration R coincide avec g, contredisant la minimalite´ de
la dimension des fibres de R. La proprie´te´ 2 est e´vidente, puisque R¯ = R 
Proposition 5.72 Soit f : (X|∆) 99K Y une fibration me´romorphe domi-
nante, avec X ∈ C connexe, et (X|∆) lisse. Si la fibre orbifolde (ge´ne´rique)
(Xy|∆y)
∗ et la base orbifolde stable de f , sont RE∗, alors (X|∆) est RE∗.
De´monstration : Le re´sultat est trivial si Y = X . On suppose donc
que dim(Y ) < dim(X). Les fibres de f sont RE, donc unire´gle´es. Soit g :
(X|∆) 99K Z une fibration me´romorphe dominante. On peut supposer, par le
the´ore`me 2.41, que g est holomorphe nette. Si g ne se factorise pas par f , la
base orbifolde stable de g est unire´gle´e, puisque recouverte par les images par
g des fibres orbifoldes de f , qui sont RE, par hypothe`se, et dont les images
(munies de leur structures orbifoldes restreintes) par g sont donc unire´gle´es.
Sinon, g = h ◦ f , avec f : X → Y et h : Y → Z que l’on peut supposer
holomorphes et nettes, par 2.41. La base orbifolde de h : (Y |∆f,∆) → Z est
aussi celle de f (par la proprie´te´ 3.13). Donc la base orbifolde de f est RE,
puisque celle de g est RE, par hypothe`se 
Corollaire 5.73 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec X ∈ C
connexe. Il existe31 une unique fibration me´romorphe dominante
R∗ := R∗(X|∆) : X 99K R∗(X|∆) telle que :
1. Les fibres orbifoldes de R∗ sont RE.
2. L’une des bases orbifoldes stables de R∗ n’est pas unire´gle´e.
31Le re´sultat est valable pour les trois notions de ∆-courbe rationnelle.
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De´monstration : Si (X|∆) n’est pas UR, on prend R∗ := idX . Sinon, on
conside`re la fibration R¯ donne´e par 5.71. Ses fibres sont FRCC, donc RE.
Si l’une des bases orbifoldes stables de R0 n’est pas unire´gle´e, on de´finit :
R = R0. Sinon, on de´finit, par re´currence sur dim(X) : R∗ := (RB)∗◦R0, si B
est une base orbifolde stable de R0, et (RB)∗ la fibration R∗ correspondante.
Les fibres orbifoldes de la fibration compose´e sont bien RE, par 5.72 
Remarque 5.74 Si l’implication RE =⇒ fRCC est vraie lorsque les mul-
tiplicite´s sont finies, alors R = R∗. Ce serait le cas si les questions 5.14
avaient une re´ponse positive.
On peut du moins e´tendre au cas RE certaines des proprie´te´s valables
dans le cas RC.
Proposition 5.75 Soit (X|∆) lisse, avec X ∈ C. Alors :
1. Si (X|∆)Q est RE, on a : κ+(X|∆) = −∞.
2. Si (X|∆)div est RE et finie, on a : pi1(X|∆) est fini.
De´monstration : L’assertion 2 sera e´tablie en 11.25. Pour de´montrer
l’assertion 1, il suffit, par la construction de R∗, de montrer que si r :
(X|∆)→ R est une fibration dont les fibres orbifoldes ge´ne´riques (F |∆F ) sont
URQ, et dont la base orbifolde stable (R|∆R) satisfait : κ+(R|∆R) = −∞,
alors : κ+(X|∆) = −∞. Mais ceci re´sulte des arguments fournis en 5.25 
Corollaire 5.76 Admettons la conjecture 5.26. Soit (X|∆) une orbifolde
ge´ome´trique lisse, avec X ∈ C connexe. Si κ+(X|∆) = −∞, alors (X|∆)
est RE.
De´monstration : Soit R∗ := R∗(X|∆) : X 99K R∗(X|∆) la fibration
construite en 5.73. Sa base est de dimension nulle, puisque κ+(X|∆) = −∞.
Donc (X|∆) est RE 
Remarque 5.77 Admettant une autre conjecture (Corbn,m, voir §6.1), nous
construirons en 6.14 une variante de la fibration R∗ : ses fibres orbifoldes
ge´ne´rales ont κ+ = −∞, et sa base orbifolde stable est de dimension ca-
nonique κ ≥ 0 (elle n’est donc pas unire´gle´e). Si 5.26 est vraie, ces deux
fibrations coincident.
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5.11 Quotients globaux : l’implication RE =⇒ RC.
Lorsque ∆ = 0, et X projective (ou Ka¨hler compacte), on a e´quivalence
entre les conditions RE et RC. On e´tablit cette e´quivalence en conside´rant
le “quotient” rationnel de X , et en appliquant [GHS 03].
Question 5.78 Soit (X|∆) lisse, finie et entie`re, avec X ∈ C. Si (X|∆) est
REdiv, est-t-elle RCdiv ?
La question ne´cessite, pour eˆtre re´solue affirmativement, de pouvoir :
1. montrer que la condition RCdiv est bime´romorphiquement pre´serve´e.
Ce qui re´sulterait de la condition d’e´vitement des lieux de codimension au
moins 2 (e´nonce´e dans 5.21).
2. montrer que si g : (X|∆)→ B est une fibration sur une courbe, avec des
fibres orbifoldes ge´ne´riques RCdiv, alors il existe une courbe ∆div-rationnelle
surjective sur B si (B|∆Zg,∆) est rationnelle. Ce qui est le cas si (g,∆) a une
multisection (au sens de 5.54).
Nous allons donner, conditionnellement en la condition d’e´vitement 5.21,
une re´ponse affirmative pour les quotients globaux.
The´ore`me 5.79 Soit X ′ → (X|∆) un quotient global (voir 5.30). Si (X|∆)
est REdiv, il est (ARC)div si la condition (C) suivante est satisfaite :
(C) Toute (Z|∆Z) lisse, entie`re et finie qui est UR
div contient, pour tout
A ⊂ Z, Zariski-ferme´ de codimension au moins 2, une famille alge´brique
couvrante de courbes ∆divZ -rationnelles dont le membre ge´ne´rique ne rencontre
pas A.
De´monstration : Il nous suffit de montrer queX ′ est RC, par 5.36. Nous
pouvons supposer que le reveˆtement f : X ′ → X est Galoisien de groupe G,
fini (voir 5.30). Soit donc g′ : X ′ 99K Y ′0 le quotient rationnel de X
′ ([Ca
92], [Ko-Mi-Mo 92]) : ses fibres sont RC et sa base n’est pas unire´gle´e si ce
n’est pas un point. Supposons donc dim(Y ′) > 0. Nous allons montrer que
Y ′ est unire´gle´, ce qui e´tablira le re´sultat. La fibration g′ est pre´serve´e par le
groupe G. Soit h0 : Y
′
0 → Y0 := Y/G le quotient naturel. Il existe donc une
application g : X 99K Y0 := Y/G telle que g ◦ f = h ◦ g
′.
Il existe donc des modifications u : X1 → Y et u
′ : X ′1 → X
′, ainsi que
des applications holomorphes : f1 : X
′
1 → X1 et h : Y
′ → Y telles que :
1. h◦g′1 = g1◦f1 : X
′
1 → Y , les applications u
′ et f1 e´tant G-e´quivariantes.
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2. Pour toute structure orbifolde ∆1 sur X1 telle que u∗(∆1) = ∆ et
telle que u : (X1|∆1)
div → (X|∆)div soit un morphisme orbifolde, alors :
(puisque (X|∆) est REdiv par hypothe`se), la base orbifolde (Y |∆Y ) est lisse
et unire´gle´e, avec : ∆Y := (∆g1,∆1)
Z .
3. h : Y ′ → Y est finie (mais Y ′ est seulement normal), et est un
reveˆtement Galoisien de groupe H , quotient de G.
Il existe donc sur Y une unique structure orbifolde ∆′Y telle que h : Y
′ →
Y ramifie exactement au-dessus de ∆′Y . On peut, de plus, puisque (X|∆)
est, par hypothe`se, REdiv, supposer que :
4. ∆′Y divise ∆Y (i.e : m∆′Y (E) divise m∆Y (E), ∀E ∈ W (Y )).
En effet : soit E ∈ W (Y ) telle que m′(E) ne divise pas m(E), notant
m′(E) (resp. m(E)) la multiplicite´ de E relative a` ∆′Y (resp. ∆Y ).
Il existe donc D ∈ W (X1) tel que m(E) = tE(D).m∆1(D), avec g
∗
1(E) =
tE(D).D + ..., et tE(D) > 0, i.e : g1(D) = E.
On a alors 2 cas : ou bien D est u-exceptionnel, ou bien u(D) = Dj ∈
W (X).
Dans le premier cas, on peut augmenter m∆1(D) de telle sorte que
tE(D).m∆1(D) soit un multiple de m
′(E) : (Y |∆Y ) reste unire´gle´e, puisque,
par hypothe`se, toute base orbifolde stable de (g,∆) est unire´gle´e.
Dans le second cas, si D′ ∈ W (X ′) et si g′1(D
′) = E ′, et h(E ′) = E, on a :
(h◦g′1)
∗(E) = g′1
∗(m′(E).E ′)+· · · = (t′E′(D
′).m′(E)).D′+... = (g1◦f1)∗(E) =
f1
∗(tE(D).D+ ...) = (tE(D).m∆(D0).D+ ..., ou` D0 := u(D), puisque l’ordre
de ramification de f1 au-dessus de D coincide avec celui de f au-dessus de
D0.
On a donc (puisque f1 et h sont Galoisiens, et que seuls des diviseurs non
g1 ◦ f1-exceptionnels interviennent) :
t′E′(D
′).m′(E) = tE(D).m∆(D0) = tE(D).m∆1(D) =: m(E).
Donc : m′(E) divise m(E).
En re´pe´tant un nombre fini de fois cette construction (au plus autant de
fois que le nombre de diviseurs D qui sont u-exceptionnels dans les images
re´ciproques par g1 des composantes du support de ∆1), on obtient la divisi-
bilite´ annonce´e.
Soit alors B ⊂ Y une courbe ∆divY -rationnelle, membre ge´ne´rique d’une
famille couvrante de telles courbes. C’est, a fortiori, une courbe (∆′Y )
div-
rationnelle, et on a donc : (KY + ∆
′
Y ).B < 0. Soit Z
′ ⊂ Y ′ le lieu singulier
de Y ′, et Z := h(Z ′) ⊂ Y . Donc, Z est de codimension au moins 2 dans
Y . Puisque (Y |∆Y ) satisfait la condition (C) par hypothe`se, nous pouvons
supposer que B e´vite Z. Soit B′ une composante irre´ductible de h−1(B),
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membre d’une famille couvrante de Y ′, avec h∗(B′) = d.B, d > 0 : on a
donc : KY ′.B
′ = d.(KY +∆′Y ).B < 0. Par [Mi-Mo 86], Y
′ est unire´gle´, et le
the´ore`me de´montre´ 
5.12 Hyperbolicite´ alge´brique.
Cette section est inspire´e par une discussion avec Aaron Levin.
Question 5.80 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse et entie`re, X
projective. On suppose que κ(KX + ∆) = n := dim(X) > 0. Alors existe-t-
il un sous-ensemble alge´brique A ( X contenant toutes les courbes ∆div-
rationnelles et ∆div-elliptiques (au sens divisible, donc32) de X ? Et plus
ge´ne´ralement, existe-t’il A′ ( X alge´brique, contenant toutes les sous-
varie´te´s V ⊂ X dont les restrictions minimales (V ′|∆′) de ∆ (au sens de
2.34) ne sont pas toutes de type ge´ne´ral ?
Remarque 5.81 Un cas connu est celui des orbifoldes logarithmiques
(Pn|Hd|D), si Hd ⊂ P
n est une hypersurface lisse ge´ne´rale de dimension n et
de degre´ d ≥ 2n+ 1. (Voir [P-R 06], et [B 95, thm 1.5.2] pour une approche
diffe´rente dans le cas des surfaces). Le cas propre (ou` X = Hd, ∆ = 0) a e´te´
traite´ auparavant par H. Clemens et C. Voisin).
5.13 Appendice : Quotients me´romorphes.
Nous rappelons ici les re´sultats de [Ca04, appendice] (auquel nous ren-
voyons pour les de´monstrations et plus de de´tails). Ils seront utilise´s dans le
pre´sent texte dans les §5.65 et 11.5.
Soit X ∈ C, normal et connexe. On note C(X) ou Chow(X) la varie´te´ de
Chow (ou espace des cycles) de X construit dans [Ba75]. Pour a ∈ C(X), on
note Za ⊂ X le support du cycle parame´tre´ par a.
On note A ⊂ C(X) un sous-ensemble (ensembliste). On supposera tou-
jours que la famille A est couvrante, c’est-a`-dire que la re´union des Za, a ∈ A
est X . Soit RA ⊂ X ×X la relation d’e´quivalence pour laquelle deux points
de X sont e´quivalents si et seulement s’ils sont contenus dans A-chaine, ie :
une re´union finie connexe de Za, a ∈ A.
Si V ⊂ X est analytique ferme´ irre´ductible, on dira que V ∈ A s’il existe
a ∈ A tel que Za = V .
32 On peut se poser la question, plus difficile, pour le cas non-divisible e´galement.
88
The´ore`me 5.82 On suppose A analytique ferme´ dans C(X). Il existe alors
une unique fibration qA : X 99K QA, qui est presque-holomorphe (voir 8.16),
et telle que pour b ∈ QA ge´ne´ral (ge´ne´rique si A a un nombre fini de com-
posantes), la fibre Xb = q
−1
A (b) est la classe de RA-e´quivalence de chacun de
ses points. La fibration qA est appele´e le A-quotient de X.
Definition 5.83 On dit que A ⊂ C(X) est Z-re´gulier si, pour tout B ⊂
C(X), analytique ferme´ et irre´ductible, A ∩ B soit contient une intersection
de´nombrable d’ouverts de Zariski denses de B, soit est contenu dans une
re´union de´nombrable de sous-ensembles analytiques ferme´s stricts de B.
Si A est Z-re´gulier, il existe une unique re´union finie ou de´nombrable de
sous-ensembles analytiques ferme´s irre´ductibles sans inclusions Bn de C(X)
(appele´s les composantes de A), tels que, pour chaque n, A ∩ Bn contienne
une intersection de´nombrable d’ouverts de Zariski denses de Bn, et tels que
A soit contenu dans la re´union des Bn. On note B la re´union des Bn.
The´ore`me 5.84 Soit A ⊂ C(X), Z-re´gulier et couvrant. Soit qA : X 99K QA
le B-quotient, B e´tant la re´union des composantes de A dans C(X). Si b ∈ QA
est ge´ne´ral, et si Za, a ∈ A, rencontre Xb, alors Za ⊂ Xb.
Definition 5.85 Soit A ⊂ C(X), X ∈ C. On dit que A est stable si, pour
tout V ⊂ X analytique ferme´ irre´ductible muni d’une fibration me´romorphe
dominante g : V 99KW , alors V ∈ A si :
1. Les fibres ge´ne´rales de g sont dans A.
2. Il existe Z ⊂ V , Z ∈ a tel que g(Z) = W .
The´ore`me 5.86 Soit A ⊂ C(X), Z-re´gulier et couvrant. Soit qA : X 99K QA
le B-quotient, B e´tant la re´union des composantes de A dans C(X). Si A est
stable, et si b ∈ QA est ge´ne´ral, alors Xb ∈ A.
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6 ADDITIVITE´ ORBIFOLDE
On va rappeler ici certaines conjectures et re´sultats de [Ca04, §4, pp. 564-
574] auquel nous renvoyons pour les de´monstrations et de´tails. Ces re´sultats
sont techniquement essentiels pour e´tablir les re´sultats principaux du pre´sent
texte (le “coeur” et sa de´compostion).
6.1 La conjecture Corbn,m.
Conjecture 6.1 (Conjecture Corbn,m) Soit f : (Y |∆) → S une fibration holo-
morphe, l’orbifolde ge´ome´trique (Y |∆) e´tant lisse avec Y compacte et connexe
dans la classe C.
Alors κ(Y |∆) ≥ κ(Ys|∆s) + κ(f |∆)
On a note´ (Ys|∆s) la fibre orbifolde de f au-dessus du point ge´ne´ral s ∈
S. (Remarquons que cette orbifolde ge´ome´trique est lisse, par le the´ore`me
de Sard, et κ(Ys|∆s) est inde´pendant de s ∈ S, ge´ne´ral, par le the´ore`me
de cohe´rence des images directes de Grauert, applique´ aux f∗(m(KY + ∆)),
m > 0 assez divisible).
Remarque 6.2 1. Ici comme partout ailleurs33, les coefficients des compo-
santes de ∆ sont rationnels dans [0,1], et pas ne´cessairement de la forme
“standard” (1− 1
m
).
2. Lorsque f est nette (au sens de 3.8), on a aussi : κ(f |∆) =
κ(S|∆(f,∆)).
3. Cette conjecture est e´videmment la version orbifolde de la conjecture
Cn,m d’Iitaka, qui affirme que κ(Y ) ≥ κ(Ys) + κ(S) si Y est projective.
4. Cette conjecture a de nombreuses conse´quences, dont certaines se-
ront developpe´es ci-dessous au §10. L’une d’entre elles est l’ine´galite´ :
κ(X|∆) ≥ κ(Y |∆Y ) si l’on a un morphisme orbifolde surjectif f : (X|∆)→
(Y |∆Y ) entre orbifoldes lisses, compactes et connexes, et si κ(X|∆) ≥ 0.
Une conse´quence de cette ine´galite´ est la fonctorialite´ des applications de
Moishezon-Iitaka si, de plus, κ(Y |∆Y ) ≥ 0 : il existe Mf : M(X|∆) →
M(Y |∆Y ) telle que MY ◦ f =Mf ◦MX . Voir le §2.8 pour ces notions.
33A` l’exception des de´finitions du groupe fondamental, du reveˆtement universel, de la
pseudome´trique de Kobayashi, et des points entiers au sens des orbifoldes ge´ome´triques.
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6.2 Le cas des fibrations de type ge´ne´ral.
Le re´sultat principal est ici le :
The´ore`me 6.3 Lorsque f : (Y |∆) → S est, de plus, une fibration de type
ge´ne´ral, la conjecture pre´ce´dente Corbn,m est vraie, et on a alors :
κ(Y |∆) = κ(Ys|∆s) + dim(S).
Ce the´ore`me est aise´ment de´duit du suivant, adaptation au cadre or-
bifolde de re´sultats de E. Viehweg, initie´s par T. Fujita et Y. Kawamata
(Voir [Fuj78], [Kaw80], [Vie83] ; un re´sultat similaire pour les fibrations telles
que κ(XYx|∆x) = 0 est duˆ a` Y. Kawamata, dans le contexte “nume´rique”
[Kaw98]) :
The´ore`me 6.4 [Ca04, 4.13, p. 568] Soit f : Y → S une fibration, avec Y, S
lisses, Y dans la classe C, et S projective. Soit D =
∑
mj .Dj un diviseur
entier et effectif sur Y dont le support est a` croisements normaux au-dessus
du point ge´ne´rique de S. Soit m > 0 un entier tel que m ≥ mj, pour tout j
tel que Dj soit une composante f -horizontale de D (ie : tel que f(Dj) = S).
Alors : f∗(mKY/S +D) est un faisceau cohe´rent faiblement positif 34 sur S.
Remarque 6.5
1. Bien qu’obtenue par les meˆmes me´thodes que celles de [Vi 83], cette
ge´ne´ralisation en e´tend conside´rablement le champ d’application.
2. Il re´sulte de 6.3 que si f : (X|∆) 99K Y est une fibration de type ge´ne´ral
(ie : la base orbifolde d’un mode`le holomorphe net est de type ge´ne´ral), alors
les fibres ge´ne´riques orbifoldes de deux mode`les nets holomorphes de f ont la
meˆme dimension canonique, e´gale a` la diffe´rence entre κ(X|∆) et dim(Y ).
Nous verrons en fait (en 8.17) un re´sultat plus pre´cis : une telle fibration est
presque-holomorphe.
3. Dans le Lemme 4.10, p.567 de [Ca04], l’hypothe`se (par exemple) que
g∗(E) est localement libre a e´te´ omise, comme me l’a signale´ O. Debarre.
Cette hypothe`se est difficilement ve´rifiable en pratique, mais on a la version
suivante, qui couvre les applications pre´sentes :
Proposition 6.6 Soit f : Y → S une fibration avec Y compact, normal
et connexe. Soit A un Q-diviseur ample sur S et D un fibre´ en droites
34Voir [Vi83] pour cette notion, due a` E. Viehweg. Des rappels se trouvent aussi dans
[Ca04, §4]
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sur Y tel que f∗(D) soit faiblement positif. Alors κ(Y,D + f ∗(A) + E) =
κ(Ys, Ds)+dim(S), pour E un diviseur effectif f -exceptionnel ade´quat sur Y .
S’il existe un morphisme birationnel v : Y → Y ′ contractant tous les diviseurs
f -exceptionnels de Y , et un fibre´ en droites D′ sur Y ′ tel que D = v∗(D′),
on peut prendre E = 0.
Lorsque f est nette (c’est la situation pre´sente, et aussi celle conside´re´e
dans [Ca04]), l’hypothe`se de la seconde assertion de la proposition est satis-
faite (et le lemme 4.10 peut donc bien eˆtre applique´ tel quel).
De´monstration : (C’est, sous une forme simplifie´e, celle de 4.6 et de 4.3
ci-dessus). Il suffit de montrer que H0(Y,m(L + E + f ∗(A)) 6= 0 pour E et
m > 0 ade´quats. Par hypothe`se, H0(S, Sm(F ) ⊗ mA) 6= 0, si Sm(F ) est le
bidual de Symm(f∗(D)). Une section non nulle de ce faisceau fournit donc
une section dem(D+f ∗(A)) ayant des poˆles sur un diviseur f -exceptionnel de
Y (on suppose mA entier). D’ou` la premie`re assertion. La seconde assertion
re´sulte de ce que, sous l’hypothe`se de contractibilite´ de l’e´nonce´, toute section
de m(D + f ∗(A)) de´finie sur le comple´mentaire du lieu exceptionnel de f se
prolonge a` Y tout entier 
6.3 Premie`re application : κ = 0 et orbifoldes Fano.
Notre premie`re application du the´ore`me 6.3 est l’exemple fondamental
suivant d’orbifolde ge´ome´trique lisse “spe´ciale” (voir aussi la de´finition 4.17
pour ce terme) :
The´ore`me 6.7 Soit (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec Y compacte
et connexe dans la classe C. Si κ(Y |∆) = 0, alors (Y |∆) est “spe´ciale” (ie :
il n’existe pas de fibration de type ge´ne´ral f : (Y |∆) 99K X).
De´monstration : Sinon, soit f : (Y |∆) 99K S une fibration de type
ge´ne´ral. On a donc dim(S) > 0, et (c’est imme´diat) : κ(Ys|∆s) ≥ 0. Donc :
0 = κ(Y |∆) = κ(Ys|∆s) + dim(S) ≥ dim(S) > 0, par 6.3. Contradiction 
Le meˆme argument fournit un re´sultat un peu plus ge´ne´ral :
The´ore`me 6.8 Soit f : (Y |∆) → S une fibration holomorphe de type
ge´ne´ral, l’orbifolde ge´ome´trique (Y |∆) e´tant lisse avec Y compacte et connexe
dans la classe C.
Si κ(Y |∆) ≥ 0, alors dim(S) ≤ κ(Y |∆), et on a e´galite´ si et seulement
si κ(Ys|∆s) = 0 (auquel cas f est la fibration de Moishezon-Iitaka de (X|∆))
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Corollaire 6.9 Soit (X|∆) lisse et Fano (ie : −(KX+∆) est ample sur X).
Alors (X|∆) est spe´ciale.
De´monstration : Soit H une section lisse de −m(KX +∆) intersectant
transversalement ∆. Soit ∆′ := ∆ + (1/m).H . Alors : (X|∆′) est lisse, et
KX +∆
′ est de Q-torsion, donc κ(X|∆′) = 0. Donc (X|∆′) est spe´ciale, par
6.7. Donc aussi (X|∆), puisque ∆ ≤ ∆′
Le meˆme argument fournit l’exemple suivant (sugge´re´ par une question
de M. Mustat¸a) :
Exemple 6.10 Soit X une varie´te´ torique de fibre´ anticanonique D, et
∆ ≤ D. Alors (X|∆) est spe´ciale. En effet : le diviseur anticanonique,
comple´mentaire de l’orbite ouverte, est a` croisements normaux.
Un cas particulier utilise´ dans la suite est le suivant :
Exemple 6.11 Soit (Y |∆) := (Pr|Dr) l’orbifolde ge´ome´trique (logarith-
mique) lisse de l’exemple 2.20, obtenue de Pr en munissant les (r + 1) hy-
perplans de coordonne´es de la multiplicite´ +∞. Cette orbifolde ge´ome´trique
(torique) est donc spe´ciale.
6.4 Compose´es de fibrations de type ge´ne´ral
Le re´sultat suivant est essentiel pour e´tablir les proprie´te´s du “coeur”, au
§9 ci-dessous.
The´ore`me 6.12 Soient f : (Z|∆Z) → Y et g : Y → X des fibrations, avec
(Z|∆Z) lisse, et Z ∈ C. Soit gx : (Zx|∆Zx)→ Yx la restriction de g au-dessus
de x ∈ X, ge´ne´ral. On suppose f ◦ g : (Z|∆Z) → X de type ge´ne´ral. Alors :
κ(g|∆Z) = κ(gx|∆Zx) + dim(X).
En particulier : si (gx : (Zx|∆Zx)→ Yx est de type ge´ne´ral, alors g est de
type ge´ne´ral.
De´monstration : Les invariants en jeu sont bime´romorphes. On peut
donc supposer que g, f, et gf sont nettes et hautes. Les dimensions ca-
noniques de ces trois fibrations sont donc celles de leurs bases orbifoldes,
et ∆(gf,∆Z) = ∆(g,∆(f,∆Z)). On pose : ∆Y := ∆(f |∆Z). Le the´ore`me
6.3 montre alors la seconde des e´galite´s suivantes : κ(g|∆Z) = κ(Y |∆Y ) =
κ(Yx|∆Yx) + dim(X) = κ(gx|∆Zx) + dim(X) 
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6.5 Le quotient κ-rationnel (conditionnel)
On suppose dans tout ce §6.5 que Corbn,m est vraie. (Voir 6.1).
Lemme 6.13 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec X ∈ C.
Soit f : (X|∆) 99K Y et g : (X|∆) 99K Z deux fibrations avec dim(Y ) > 0
et dim(Z) > 0, telles que κ(f |∆) ≥ 0 et κ(g|∆) ≥ 0.
Il existe alors une fibration h : (X|∆) 99K V telle que κ(h|∆) ≥ 0 qui
domine f et g (ie : il existe u : V 99K Y et v : V 99K Z telles que v ◦ h = g
et u ◦ h = f).
De´monstration : On peut supposer f et g holomorphes, nettes, avec
bases orbifoldes lisses. Soit W ⊂ Y × Z l’image du morphisme produit k :
f × g : X → Y × Z de´fini par k(x) = (f(x), g(x)). On note u′ : W → Y et
v′ :W → Z les projections naturelles, telles que u′ ◦ k = f , et v′ ◦ k = g.
Soit h : X → V la factorisation de Stein de k : X → W . Observons que
les projections naturelles u : V → Y et v : V → Z sont bien des fibrations,
puisque Vy = h(Xy) et Vz = h(Xz) sont connexes, pour tous y, z ∈ Y, Z.
On peut encore, quitte a` modifier encore X, Y et Z, supposer la fibration
h : (X|∆) → V nette et a` base orbifolde lisse, et supposer aussi (par 3.6)
que : ∆(f,∆) = ∆(u,∆(h,∆)).
La famille g(Xy) = (Zy)y∈Y forme une famille couvrante de sous-varie´te´s
de Z. Notons ∆Z := ∆(g,∆). L’orbifolde ge´ome´trique stable [(Z|∆Z)Zy ]
induite par restriction est donc bien de´finie, et est telle que κ([(Z|∆Z)Zy ]) ≥
0, puisque κ(g|∆) = κ(Z|∆(g,∆)) = κ(Z|∆Z) ≥ 0, par hypothe`se.
La fibration v : (V |∆(h,∆)) → Y a pour fibre orbifolde
ge´ne´rique (V |∆(h,∆))Vy , qui est ge´ne´riqement finie sur [(Z/(∆Z)Vy ]. Donc
κ((V |∆(h,∆))Vy ≥ 0. Par hypothe`se κ(Z|∆(v,∆(h,∆))) = κ(Z|∆(v ◦
h,∆)) = κ(Z|∆Z) ≥ 0.
Appliquant Corbn,m (suppose´e vraie) a` la fibration v : (V |∆V ) → Y , on
obtient donc : κ(V |∆V ) ≥ 0 
Corollaire 6.14 On suppose que Corbn,m est vraie. (Voir 6.1).
Soit (X|∆X) une orbifolde ge´ome´trique lisse avec X ∈ C, et dim(X) > 0.
Il existe une unique fibration r+X|∆ : (X|∆) 99K R
+(X|∆) telle que :
1. κ([R+(X|∆)|∆(r+X|∆,∆)]) ≥ 0.
2. κ+(X|∆)r = −∞, si [(X|∆)r] est la fibre orbifolde stable ge´ne´rique de
r+X|∆X .
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Cette fibration, bien de´finie a` e´quivalence bime´romorphe pre`s sur (X|∆),
est appele´e le κ-quotient rationnel (conditionnel) de (X|∆).
De´monstration : L’unicite´ est claire, puisque κ(h|∆) = −∞, pour toute
fibration h : (X|∆) 99K T telle que dim(h(Xr)) > 0 pour r ∈ R
+(X|∆)
ge´ne´rique.
Etablissons l’existence. Si κ+(X|∆) = −∞, on choisit pour r
+
X|∆ l’applica-
tion constante sur un point. Sinon, on choisit une fibration f : (X|∆) 99K Z
avec dim(Z) > 0 maximum, telle que κ(f |∆) ≥ 0. Le lemme pre´ce´dent
montre que f domine toute fibration g : (X|∆) 99K T telle que κ(g|∆) ≥ 0.
Il reste a` montrer que κ+([(X|∆)z]) = −∞, pour z ∈ Z ge´ne´rique.
Sinon, par re´currence sur dim(X) > 0, toute fibre ge´ne´rale [(X|∆)z] de f
admet un (unique) κ-quotient rationnel (conditionnel) r+z : (X|∆)z 99K R
+
z ,
holomorphe sur un mode`le bime´romorphe ade´quat de f , et dont la famille
des fibres forme donc une composante irre´ductible de Chow(Xz). Il re´sulte
alors (par des arguments exactement similaires) de la de´monstration de 8.21
qu’il existe des fibrations r+ : (X|∆) 99K V et s : V 99K Z telles que :
1. s ◦ r = f : (X|∆) 99K Z.
2. r+|Xz = r
+
z , pour z ∈ Z ge´ne´ral.
En particulier, a` la fois la base orbifolde stable et la fibre orbifolde stable
de s : (V |∆(r+,∆)) 99K Z ont une dimension canonique positive ou nulle. Il
re´sulte alors de Corbn,m que κ(V |∆(r
+,∆)) ≥ 0. Ce qui contredit la maximalite´
de dim(Z), puisque dim(V ) > dim(Z), par construction. Les fibres orbifoldes
ge´ne´riques de f ont donc bien κ+ = −∞ 
Remarque 6.15
1. On a donc : R+(X|∆) = (X|∆) si et seulement si κ(X|∆) ≥ 0, et
dans ce cas, M(X|∆) = (X|∆) si et seulement si κ(X|∆) = dim(X) ≥ 0.
2. Il peut se faire que r+(X|∆X) ne soit pas presque-holomorphe lorsque
∆ 6= 0. Par exemple si X = P2, et si ∆ est l’orbifolde ge´ome´trique loga-
rithmique (multiplicite´s +∞) dont le support consiste en deux droites (pro-
jectives, distinctes). Ceci est cependant peut-eˆtre particulier aux orbifoldes
ge´ome´triques logarithmiques.
Ici encore, r+(X|∆X) jouit de la proprie´te´ de fonctorialite´ suivante :
Lemme 6.16 Soit f : (X|∆X) 99K (Y |∆Y ) est un morphisme dans la
cate´gorie me´romorphe des orbifoldes ge´ome´triques lisses. On suppose que
X ∈ C.
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Notons (pour simplifier les notations) [R+X |∆R+
X
] et [R+Y |∆R+
Y
] les bases
orbifoldes stables de r+(X|∆X) et de r
+
(Y |∆Y ) respectivement.
Il existe alors un (unique) morphisme r+f : [R
+
X |∆R+
X
] 99K [R+Y |∆R+
Y
] tel
que : r+f ◦ r
+
(X|∆X) = r
+
(Y |∆Y ) ◦ f .
De´monstration : Notons FX la fibre orbifolde ge´ne´rique de r
+
(X|∆X), R
+
Y
la base orbifolde stable de r+(Y |∆Y ), et r
+
Y := r
+
(Y |∆Y ). Alors r
+
Y : FX 99K R
+
Y
de´finit une famille couvrante de R+Y . Il s’agit de montrer que dim(FX) = 0.
Supposons le contraire. L’ orbifolde ge´ome´trique obtenue par restriction
de [∆(r+Y ,∆X)] a` r
+
Y (FX) a donc κ = −∞, puisque quotient de FX telle
que κ+(FX) = −∞. Puisque cette famille est couvrante, ceci contredit
κ(R+Y |∆(r
+
Y ,∆Y )) ≥ 0 
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7 ORBIFOLDES SPE´CIALES I
7.1 Fibre et base orbifolde stables d’une fibration
Rappels. Dans cette section, on conside`rera uniquement des orbifoldes
ge´ome´triques (X|∆) lisses, avec X ∈ C, lisse et connexe.
Si f : (X|∆) 99K Y est me´romorphe surjective, on de´finira sa base orbi-
folde stable, note´e [Y |∆(f,∆)] ou [f |∆], obtenue comme base orbifolde d’un
repre´sentant holomorphe net arbitraire de f . Nous ne savons pas si la classe
d’e´quivalence bime´romorphe (au sens orbifolde) de [Y |∆(f,∆)] = [f |∆]
est inde´pendante du mode`le choisi. Mais, par 4.14, sa dimension canonique
κ([f |∆]) := κ(f |∆) est bien de´finie. C’est donc sur cet unique invariant que
sont base´es toutes les conside´rations qui suivent.
On dit (definition 4.16) que f est de type ge´ne´ral si sa base orbifolde
stable est de type ge´ne´ral et de dimension strictement positive.
Si f : (X|∆) 99K Y est une fibration, on de´signera par (X|∆)y sa
fibre orbifolde ge´ne´rique stable , de´finie, par modification de X , sur un
mode`le holomorphe de f (e´galement note´ f), dont la fibre orbifolde ge´ne´rique
(Xy|∆y) est lisse (par le the´ore`me de Sard). Voir 2.47. Remarquons que la
classe d’e´quivalence bime´romorphe de (X|∆)y ge´ne´rique ne de´pend pas du
mode`le bime´romorphe de f choisi, rendant f holomorphe. Mais elle peut
de´pendre du repre´sentant bime´romorphe de (X|∆). Voir cependant 8.16 et
8.17 ci-dessous : si f est presque-holomorphe (de´finition 8.16), alors (X|∆)y
ne de´pend pas du mode`le choisi, et f est presque-holomorphe si elle est de
type ge´ne´ral ou plus ge´ne´ralement, si (X|∆) est finie, et si κ(f |∆) ≥ 0. Si f
est la fibration de Moishezon-Iitaka, la dimension de Kodaira de (X|∆)y ne
de´pend pas du mode`le bime´romorphe de (X|∆).
Lorsque f est holomorphe, on n’a pas toujours : (X|∆)y = (Xy|∆y), ∆y
e´tant la restriction de ∆ a` Xy. Ce sera cependant le cas pour les fibrations
que nous conside`rerons ici (voir la remarque 2.50).
• Nous montrerons en, 8.13, si f : (X|∆) 99K Y est une fibration de
type ge´ne´ral, et si g : (X|∆) 99K T est une fibration dont la fibre ge´ne´rique
(orbifolde stable) (X|∆)t est spe´ciale, il existe une (unique) factorisation
h : T 99K Y de f telle que f = h ◦ g.
Definition 7.1 L’orbifolde ge´ome´trique lisse (X|∆) est dite spe´ciale si :
1. X ∈ C.
2. Aucune fibration f : (X|∆) 99K Y n’est de type ge´ne´ral.
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(En particulier, X ∈ C est dite spe´ciale si (X|0) est spe´ciale).
Cette proprie´te´ est pre´serve´e par e´quivalence bime´romorphe.
7.2 Premiers exemples
Les exemples et contre-exemples les plus simples sont les suivants :
Exemple 7.2
1. Si (X|∆) est lisse de type ge´ne´ral, de dimension non nulle, alors (X|∆)
n’est pas spe´ciale.
2. Si X est une courbe lisse projective de genre g, et si ∆ =
∑
j(1−
1
mj
).pj ,
avec mj > 1, ∀j ∈ J , les pj e´tant des points distincts de X, alors (X|∆) est
spe´ciale si et seulement si 2(g − 1) +
∑
j(1−
1
mj
) ≤ 0.
C’est le cas si et seulement si g = 1 et ∆ = 0, ou g = 0, et si la suite
ordonne´e croissante des mj , j ∈ J est l’une des suivantes :
|J | ≤ 2 : quelconque.
|J | = 3 : (2, 2, m), ∀m ≤ +∞; (2, 3, 4); (2, 3, 5); (2, 3, 6); (2, 4, 4).
|J | = 4 : (2, 2, 2, 2).
3. Si f : (X|∆) 99K (X ′|∆′) est me´romorphe surjective (ie : telle que f
ait un mode`le bime´romorphe lisse qui est un morphisme orbifolde sujectif),
et si (X|∆) est spe´ciale, alors (X ′|∆′) est spe´ciale, par 8.4.
4. Si (X|∆) est une orbifolde ge´ome´trique lisse, si X ∈ C, et si κ(X|∆) =
0, alors (X|∆) est spe´ciale. (Ceci re´sulte du the´ore`me 6.7).
5. Si (X|∆) est lisse et Fano, alors (X|∆) est spe´ciale (par le corollaire
6.9). Plus ge´ne´ralement (du moins conjecturalement) :
6. Si κ+(X|∆) = −∞ (voir de´finition 5.23), et en particulier si (X|∆)
est RE (voir de´finition 5.10), alors (X|∆) est spe´ciale. C’est e´vident, par
de´finition.
7. Si (X|∆) est S-connexe (voir de´finition en 9.8) , alors (X|∆) est
spe´ciale (par le corollaire 9.8 du chapitre suivant).
8. Pour tout n ≥ 0 et tout k ∈ {−∞, 0, 1, . . . , n − 1}, il existe des orbi-
foldes ge´ome´triques spe´ciales de dimension n avec κ = k (Voir [Ca04] pour
des exemples simples).
9. Si X est une varie´te´ quasi-projective lisse, et X une compactification
lisse de X telle que X −X := D soit un diviseur a` croisements normaux de
X, on dira que X est spe´ciale si et seulement si (X|D) est spe´ciale. Cette
condition ne de´pend pas de la compactification choisie.
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10. X est spe´ciale s’il existe une application me´romorphe non-de´ge´ne´re´e
ϕ : Cn 99K X (voir [Ca 04], qui traite d’une situation plus ge´ne´rale). De
manie`re similaire, s’il existe un morphisme orbifolde ϕ : Cn → (X|∆), alors
(X|∆) n’est pas de type ge´ne´ral ([Sak 74]. Je remercie E. Rousseau pour
m’avoir indique´ cette re´fe´rence).
7.3 Composition de fibrations spe´ciales
Le re´sultat simple suivant est crucial :
The´ore`me 7.3 Soit f : (X|∆) 99K Y une fibration me´romorphe surjective
telle que :
1. X ∈ C
2. La base orbifolde stable [Y |∆(f,∆)] de f est spe´ciale.
3. La fibre ge´ne´rale orbifolde stable (X|∆)y de f est spe´ciale.
Alors : (X|∆) est spe´ciale.
De´monstration : On supposer que f est nette, a` base orbifolde lisse
spe´ciale, et a` fibres orbifoldes ge´ne´rales spe´ciales. Soit g : (X|∆) 99K T une
fibration de type ge´ne´ral. Il re´sulte de 8.13 que g = h ◦ f pour une fibration
h : Y 99K T . Quitte a` changer de mode`les bime´romorphes pour f, g, h, on
peut supposer par 3.6 que ∆T (g,∆) = ∆T (h,∆Y (f,∆)) est la base orbifolde
stable de h : (Y |∆(f,∆))→ T . Puisque g est de type ge´ne´ral, il en est donc
de meˆme pour h. Mais ceci contredit le fait que [(Y |∆(f,∆)] est spe´ciale.
Donc (X|∆) est spe´ciale 
Remarque 7.4 Ce re´sultat est e´videmment faux (surfaces elliptiques de base
P1 ayant au moins 5 fibres multiples, par exemple) sans l’introduction de
structures orbifoldes ge´ome´triques. Ce re´sultat simple est l’un de ceux qui jus-
tifient la ne´cessite´ de travailler dans la cate´gorie des orbifoldes ge´ome´triques,
plutoˆt que dans celle des varie´te´s. Un autre re´sultat fournissant une conclu-
sion similaire est celui portant sur les groupes fondamentaux des fibrations
nettes : le pi1 orbifolde de l’espace total est extension de celui de la base or-
bifolde par (un quotient de) celui de la fibre (orbifolde).
Par ite´ration, on obtient, a` l’aide de 3.15 :
Corollaire 7.5 Soit fj : (Xj |∆j) 99K Xj+1, j = 0, . . . , k − 1, une suite de
fibrations me´romorphes telle que :
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1. X0 ∈ C.
2. Xk est un point.
3. Pour tout j = 0, . . . , k − 1, [(Xj+1|∆j+1)] = [(Xj+1|∆(fj,∆j)].
4. Pour tout j = 0, . . . , k−1, la fibre orbifolde stable ge´ne´rique Fj de fj
est telle que : ou bien κ(Fj) = 0, ou bien κ+(Fj) = −∞.
Alors : (X0|∆0) est spe´ciale.
Nous verrons au §10 que, re´ciproquement, sous re´serve de la validite´
de la conjecture Corbn,m, on peut canoniquement de´composer les orbifoldes
ge´ome´triques spe´ciales en tours de fibrations a` fibres orbifoldes ge´ne´riques
ayant soit κ = 0, soit κ+ = −∞.
7.4 Orbifoldes spe´ciales “divisibles”.
Nous avons conside´re´ dans les sections pre´ce´dentes la notion d’orbifolde
spe´ciale dans la cate´gorie GeorbQ. Lorsque l’orbifolde conside´re´e est entie`re,
on peut donner les meˆmes de´finitions, mais dans Georbdiv. On dira alors que
(X|∆) est div-spe´ciale, ou spe´cialediv si elle est lisse, X ∈ C, et n’admet pas
de fibration de tpe ge´ne´ral dans Georbdiv.
On a l’implication e´vidente : (X|∆) spe´ciale =⇒ (X|∆) spe´cialediv , puis-
qu’une fibration de type ge´ne´ral dans Georbdiv l’est aussi dans GeorbQ.
Question 7.6 Est-il vrai que : (X|∆) spe´ciale div =⇒ (X|∆) spe´ciale ?
Cette implication re´ciproque re´sulterait d’une re´ponse affirmative a` la
question 12.24. (Appliquer le “coeur” (voir 9.1) a` (X|∆), suppose´e eˆtre
spe´cialediv : la base orbifolde est de type ge´ne´ral, mais coincide avec la base
orbifode dans Georbdiv si la re´ponse a` 12.24 est affirmative. Cette base orbi-
folde est donc un point, par hypothe`se).
Le de´vissage conditionnel de 10.5 reste a fortiori valable dans la cate´gorie
Georbdiv (puisque la sur-additivite´ des dimensions de Kodaira y est-a fortiori
-valable (puisque les bases orbifoldes divisibles divisent les bases orbifoldes
calcule´es dans GeorbQ. Pour e´tablir l’implication re´ciproque, il suffit donc
(sous re´serve de Corbn,m), de montrer (puisque les orbifodes avec κ = 0 sont
spe´ciales et en utilisant 7.3) de montrer qu’une orbifolde telle que κdiv+ = −∞
est spe´ciale (dans GeorbQ). On de´finit e´videmment la condition κdiv+ = −∞
en imposant a` toute base orbifolde (calcule´e dans Georbdiv) de toute fibration
d’avoir κ = −∞.
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8 FIBRATIONS DE TYPE GE´NE´RAL.
Nous e´tablissons ici un certain nombre de proprie´te´s de ces fibrations,
utilise´es dans la construction du “coeur”, au §9
Notation 8.1 De´sormais35, (Y |∆) de´signera une orbifolde ge´ome´trique lisse
avec Y compacte et connexe.
On dira que Y ∈ C si Y , compact, normal et connexe, est bime´romorphe
a` une varie´te´ Ka¨hle´rienne compacte.
On notera f : (Y |∆) 99K X une application me´romorphe surjective.
8.1 Fibrations de type ge´ne´ral : compose´es
Definition 8.2 Soit f : (Y |∆) 99K X une fibration me´romorphe avec X, Y
compacts et ire´ductibles, et (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse. On dit
que (f |∆) (ou f s’il n’ y a pas d’ambiguite´ sur ∆)est une fibration de type
ge´ne´ral si κ(f |∆) = dim(Y ) > 0.
Si (Y |∆) est une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec Y compacte et connexe.
On note TG(Y |∆) l’ensemble des classes d’e´quivalence bime´romorphe de fi-
brations de type ge´ne´ral sur (Y |∆). Si f est une telle fibration on notera [f ]
sa classe d’e´quivalence dans TG(Y |∆).
Cet ensemble ne de´pend donc que de la classe d’e´quivalence bime´romorphe
de (Y |∆).
Question 8.3 TG(Y |∆) est-il fini si Y ∈ C ?
Proposition 8.4 Soit g : (Z|∆Z) → (Y |∆Y ) un morphisme surjectif d’or-
bifoldes ge´ome´triques lisses (Y et Z e´tant compactes et connexes) , et
f : (Y |∆Y )→ X holomorphe surjective. Si f est de type ge´ne´ral, la compose´e
f ◦ g l’est aussi. La proprie´te´ subsiste lorsque f et g sont me´romorphes.
De´monstration : Si f est de type ge´ne´ral, κ(Y, Lf ) = p = dim(X) >
0. Or Lf◦g = g∗(Lf ). Donc κ(Z, Lf◦g) = κ(Z, g∗(Lf )) = κ(Y, Lf ).
D’ou` la premie`re assertion. La seconde assertion se de´montre de la meˆme
manie`re, puisque la dimension canonique des faisceaux Lf est un invariant
bime´romorphe des orbifoldes ge´ome´triques lisses 
35C’est-a`-dire : dans le pre´sent §8.
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Remarque 8.5 Le the´ore`me 6.12 est une re´ciproque partielle de cette pro-
position.
Rappelons la notion d’orbifolde (ge´ome´trique lisse) spe´ciale :
Definition 8.6 Une orbifolde ge´ome´trique lisse (Y |∆), avec Y compacte et
connexe est dite spe´ciale si :
1. Y ∈ C (ie : Y est bime´romorphe a` une varie´te´ Ka¨hle´rienne compacte).
2. Il n’existe pas de fibration f : (Y |∆) 99K X de type ge´ne´ral.
Corollaire 8.7 Si u : (X|∆) 99K (X ′|∆′) est me´romorphe surjective entre
orbifoldes ge´ome´triques lisses, et si (X|∆) est spe´ciale, alors (X ′|∆′) est aussi
spe´ciale.
8.2 Faisceaux de Bogomolov
Definition 8.8 Soit (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, et L ⊂ ΩpX , avec
p > 0, un sous-faiscau cohe´rent de rang 1. Rappelons que, d’apre`s 2.26,
κ(Y |∆, L) ≤ p.
On dit que L est un Faisceau de Bogomolov si κ(Y |∆, L) = p.
Deux tels faisceaux sont e´quivalents s’ils coincident sur un ouvert non
vide de X. On note Bog(Y |∆) l’ensemble (e´ventuellement vide) des classes
d’e´quivalence de tels faisceaux. On note [L] la classe d’e´quivalence de L.
Si f : (Y |∆) 99K X est une fibration me´romorphe, de faisceau Lf :=
f ∗(KX) au point ge´ne´rique de Y , alors le corollaire 4.3 montre que Lf est
un faisceau de Bogomolov si et seulement si f est de type ge´ne´ral. D’ou`
une application naturelle (clairement injective) : F := F(Y |∆) : TG(Y |∆) →
Bog(Y |∆).
Il re´sulte du corollaire 2.26 que cette application est surjective lorsque Y
est bime´romorphe a` une varie´te´ Ka¨hle´rienne compacte (ie : dans la classe C).
D’ou` le :
The´ore`me 8.9 Si (Y |∆) est une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec Y dans
la classe C, l’application F(Y |∆) : TG(Y |∆) → Bog(Y |∆) pre´ce´dente est
bijective.
En particulier, (Y |∆) est spe´ciale si et seulement si Bog(Y |∆) est vide.
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8.3 Restriction a` une sous-varie´te´ ge´ne´rique.
On e´tend au cas des orbifoldes ge´ome´triques ge´ome´triques certains des
re´sultats de [Ca 04].
Pour les notions de restriction au sens orbifolde, voir le §2.12, ainsi que
2.48 et 2.50.
Proposition 8.10 Soit f : (Y |∆) 99K X une application me´romorphe de
type ge´ne´ral, avec (Y |∆) lisse, Y compacte et connexe. Soit V ⊂ Y une
sous-varie´te´ non contenue dans le support de ∆, et non contenue dans le lieu
d’inde´termination de f . Si f(V ) = X, alors fV : (V |∆V ) 99K X est aussi de
type ge´ne´ral, pour tout choix de la restriction fV .
De´monstration : Soit p := dim(X) > 0. Soit (V ′|∆V ′) une restriction
arbitraire de ∆ a` V . Voir §2.12 pour cette notion. On obtient LfV ⊂ Ω
p
V ′
en composant l’inclusion Lf := f
∗(KX) ⊂ Ω
p
Y avec la restriction naturelle
ΩpY → Ω
p
V ′ .
On en de´duit l’ine´galite´ : p := κ(f |∆) ≤ κ(fV |∆V ), et l’assertion 
Rappelons la :
Definition 8.11 Un point t ∈ T est dit ge´ne´ral s’il appartient a` un sous-
ensemble de T contenant une intersection de´nombrable d’ouverts de Zariski
non vides. Une fibre Yt de h est dite ge´ne´rale si t ∈ T est ge´ne´ral.
The´ore`me 8.12 Soit (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, f : (Y |∆) 99K
X une fibration me´romorphe, et j′ : (V ′|∆V ′) → (X|∆) la restriction (au
sens de 2.34) de ∆ a` une sous-varie´te´ V de X passant par un point ge´ne´ral
de X. Si f est de type ge´ne´ral, alors f ◦ j′ : (V ′|∆V ′) → W l’est aussi, si
dim(W ) > 0, avec W := f(V ).
En particulier, dim(W ) = 0 si (V ′|∆V ′) est spe´ciale.
De´monstration : On peut, par le the´ore`me 2.38, remplacer (Y |∆) par
une modification e´le´mentaire (Y ′|∆′), et supposer de plus que :
1. f est nette et haute,
2. la restriction (V |∆V ) de ∆ a` V est bien de´finie (au sens de 2.12, de
sorte que (V |∆V ) est lisse),
3. W := f(V ) ⊂ X est lisse (et est donc le membre ge´ne´rique d’une
famille couvrante de X).
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4. La restriction g : (V |∆V )→W de f a` V est nette et haute.
5. L’application ϕ : X → Z de´finie par Lf est bime´romorphe, et que sa
rstriction a` W est aussi bime´romorphe sur son image.
On a alors : KX|W ≤ KW . Notons g : V → W a restriction de f , et
j : V → Y l’inclusion. Alors : dim(W ) = κ(V∆V , j
∗(Lf )) ≤ κ(V |∆, Lg) =
κ(g|∆V ) ≤ dim(W ). Donc (g|∆V ) est bien de type ge´ne´ral 
De 8.12 on de´duit le :
Corollaire 8.13 Soit f : (Y |∆) 99K X une application me´romorphe surjec-
tive de type ge´ne´ral, l’orbifolde ge´ome´trique (Y |∆) e´tant lisse, Y compacte
et connexe.
Supposons aussi qu’il existe une fibration me´romorphe h : (Y |∆) 99K T
telle que les fibres orbifoldes ge´ne´rales de h soient spe´ciales36. Alors h se
factorise par f (ie : il existe g : T 99K X telle que f = g ◦ h).
De´monstration : Sinon, d’apre`s le the´ore`me 8.12 pre´ce´dent, la restric-
tion de f a` (Yt|∆Yt) est de type ge´ne´ral, ce qui est impossible, puisque les
fibres orbifoldes ge´ne´rales sont supose´es spe´ciales 
Exemple 8.14 Soit (Y |∆) := (Pr|Dr) l’orbifolde ge´ome´trique (logarith-
mique) lisse de l’exemple 2.20. Alors tous les faisceaux SNq (Y |∆) sont tri-
viaux. Il n’existe donc pas de fibration de type ge´ne´ral f : (Y |∆) 99K X sur
cette orbifolde ge´ome´trique, et TG(Y |∆) = 0 dans ce cas. Cette orbifolde
ge´ome´trique est donc spe´ciale. Une seconde de´monstration de cette proprie´te´
est donne´e en 6.10.
A` l’aide de l’exemple 8.14, on obtient le re´sultat suivant, utilise´ dans le
§8.4 ci-dessous :
Corollaire 8.15 Soit f : (Y |∆) 99K X une application me´romorphe surjec-
tive de type ge´ne´ral, l’orbifolde ge´ome´trique (Y |∆) e´tant lisse, Y compacte
et connexe. Supposons aussi qu’il existe une fibration holomorphe h : Y → T
telle que les fibres ge´ne´riques Yt ∼= P
r de h soient des sous-varie´te´s lisses
connexes de Y rencontrant transversalement le support de ∆ en s ≤ (r + 1)
hyperplans projectifs. Alors la famille des fibres de h se factorise par f .
36Voir 2.49 pour cette notion.
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8.4 Crite`res de presque-holomorphie
Definition 8.16 Soit f : Y 99K X une application me´romorphe propre et
surjective (de´finition par passage au graphe Yf ⊂ X × Y de f) entre espaces
analytiques normaux connexes. Soit If ⊂ Y son lieu d’inde´termination (lieu
au-dessus duquel le graphe de f a des fibres de dimension strictement posi-
tive), et f(If) ⊂ X l’image de If par f (image par f
′ : Yf → X de l’image
re´ciproque de If dans Yf).
On dit que f est presque-holomorphe si f(If) ( X.
L’exemple le plus simple de fibration me´romorphe non presque-
holomorphe est f : P2 99K P1 dont les fibres sont les droites passant
par un point a ∈ P2. La famille des fibres de cette fibration (vue dans
C(P2) = Chow(P2)) se de´forme (en fonction de a).
Par contraste, les applications presque-holomorphes jouissent de pro-
prie´te´s similaires a` celles des applications holomorphes. Par exemple : si
f : Y 99K X est une fibration presque-holomorphe, la famille des ses fibres
(famille vue dans la varie´te´ de Chow C(Y )) forme une composante irre´ductible
de C(X), par le classique “lemme de rigidite´”.
En particulier, l’ensemble des fibrations presque-holomorphes (a`
e´quivalence bime´romorphe pre`s) sur une varie´te´ complexe fixe´e Y
(de´nombrable a` l’infini) est fini ou de´nombrable. Remarquer que cette pro-
prie´te´ tombe en de´faut sur l’exemple non presque-holomorphe tre`s simple
donne´ ci-dessus.
De plus, si f est presque-holomorphe, la restriction (∆Y )x de l’orbifolde
ge´ome´trique ∆Y a` sa fibre ge´ne´rique Yx est bien de´finie, et (Yx|(∆Y )x) est
lisse si (Y |∆Y ) est lisse. La classe d’e´quivalence bime´romorphe de (Yx|(∆Y )x)
ne de´pend que de celle de (Y |∆Y ).
The´ore`me 8.17 Si (Y |∆) est une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec Y com-
pacte et connexe, et si f : (Y |∆) 99K X est une fibration me´romorphe de type
ge´ne´ral, alors f est presque-holomorphe.
De´monstration : Soit v : Y ′ → Y une compose´e d’e´clatements de
centres lisses telle que f ′ := f ◦ v : Y ′ → X soit holomorphe. Si f n’est
pas presque holomorphe, l’un des diviseurs exceptionnels E de l’un de ces
e´clatements est tel que :
1. f ′(E) = X ,
2. v(E) := T est de codimension r + 1 ≥ 2 dans Y .
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3. Les fibres ge´ne´riques Et de E sur T ont des images Xt dans X de
dimension d > 0. (Autrement dit : f ′E : E → X ne se factorise pas par v).
4. On peut supposer que E n’est pas contenu dans le support de ∆′ (ceci
par le corollaire 4.15, puisque f , et donc f ′ sont de type ge´ne´ral).
Puisque (Y |∆) est lisse, T est contenu dans s ≤ (r+ 1) des composantes
(lisses, d’intersections transversales) du support de ∆. Pour t ∈ T ge´ne´rique,
l’orbifolde ge´ome´trique (Et|∆Et) est donc bime´romorphe a` (P
r|∆r), ou` ∆r est
supporte´e par s hyperplans projectifs en position ge´ne´rale. Donc (Et|∆Et)
est spe´ciale. Mais d’apre`s 8.10, fE est de type ge´ne´ral, donc d’apre`s 8.12, fEt
aussi. Mais ceci contredit 8.14 
Remarque 8.18
1. La condition de lissite´ de (Y |∆) est essentielle. Soit f : (P2|∆) 99K P1
la fibration dont les fibres sont les droites passant par un point donne´ a ∈ P2,
et soit ∆ = (1 − 1
m
).(D1 + D2 + D3), les Dj e´tant 3 droites concourantes
en a ∈ P2. Cette fibration est de type ge´ne´ral si m ≥ 4 (puisque sa base
orbifolde ge´ome´trique l’est : conside´rer u+(∆) sur l’e´clate´ de P2 en a). Elle
n’est e´videmment pas presque-holomorphe.
2. Lorsque ∆ = 0, la condition de lissite´ de Y est e´galement essentielle
(Exemple 2.23, p. 534 de [Ca04] du coˆne Y sur une varie´te´ de type ge´ne´ral).
La de´monstration du the´ore`me 8.17 pre´ce´dent montre aussi (puisque
(Pr|(1− 1
m
).∆r) est unire´gle´e, pour tout 0 < m < +∞) :
The´ore`me 8.19 Si (Y |∆) est une orbifolde ge´ome´trique lisse et finie, avec
Y compacte et connexe, et si f : (Y |∆) 99K X est une fibration me´romorphe
telle que : κ(f |∆) ≥ 0, alors f est presque-holomorphe.
8.5 Re´duction de type ge´ne´ral simultane´e.
Definition 8.20 Soit g : (Y |∆) 99K X une fibration de type ge´ne´ral, avec
(Y |∆) lisse, Y compacte et connexe. On dit que g est maximum si toute
autre fibration de type ge´ne´ral h : (Y |∆) 99K V est domine´e par g (ie : telle
qu’existe k : X 99K V avec h = k ◦ g).
Une telle fibration de type ge´ne´ral maximum est unique (a` e´quivalence
bime´romorphe pre`s) si elle existe. L’existence (qui est l’un des re´sultats prin-
cipaux du pre´sent texte) sera e´tablie pour les varie´te´s de la classe C dans
la section 9, a` l’aide du the´ore`me d’additivite´ orbifolde pour les dimensions
canoniques. On utilisera en particulier le :
The´ore`me 8.21 Soit f : (Y |∆) → S une application holomorphe surjec-
tive, avec (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, Y e´tant compacte connexe
et dans la classe C. On suppose qu’il existe T ⊂ S, un sous-ensemble (ar-
bitraire37) non contenu dans une re´union de´nombrable de ferme´s de Zariski
stricts38 de S, tel que pour tout t ∈ T , l’orbifolde ge´ome´trique (que l’on
peut supposer lisse) (Yt|∆t) := (Yt|∆Yt) admette une fibration de type ge´ne´ral
g¯t : (Yt|∆t) 99K Xt maximum.
Il existe alors une unique fibration g : (Y |∆) 99K X au-dessus de f (ie :
telle qu’existe h : X → S avec f = h ◦ g) telle que pour x ∈ U ge´ne´ral dans
S, gs : (Ys|∆s) 99K Xs soit la fibration de type ge´ne´ral maximum de (Ys|∆s).
De plus, pour tout s = t ∈ T ∩ U , gs = g¯t
De´monstration : Le the´ore`me 2.35, p. 538 de [Ca04] montre l’existence
d’une fibration g : (Y |∆) 99K X au-dessus de S telle que gt = g¯t pour tout
t ∈ T ′ ⊂ T , T ′ n’e´tant pas analytiquement maigre dans S.
Les arguments de la de´monstration de [Ca04,thm 2.35] s’appliquent sans
changement a` la situation conside´re´e ici, et plus ge´ne´ralement au cas de fi-
brations presque-holomorphes posse´dant une proprie´te´ d’unicite´ sur les fibres
(Yt)t∈T de f 
Le the´ore`me re´sulte alors de la proposition suivante :
Proposition 8.22 Soit f : (Y |∆) → S une application holomorphe surjec-
tive, avec (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, Y e´tant compacte connexe.
Soit f = h ◦ g une factorisation de f par une application me´romorphe
g : Y 99K X et une fibration h : X → S.
On suppose que la restriction gt : (Yt|∆t) 99K Xt est de type ge´ne´ral pour
tout t ∈ T , T non analytiquement maigre dans S. Alors, gs est de type ge´ne´ral
pour s ∈ S ge´ne´ral.
De´monstration : Pour tout entier m > 0, conside´rons le faisceau
analytique cohe´rent L := g∗(KX/S) ⊂ Ω
p
Y/S, avec p := dim(X/S) =
dim(X) − dim(S), et la saturation Lm ⊂ Sm,p((Y |∆)/S) de L
⊗m dans le
37ie : non ne´cessairement analytique.
38ie : diffe´rents de S. Un tel ensemble T est dit ne pas eˆtre analytiquement maigre dans
S.
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faisceau Sm,p((Y |∆)/S) quotient de Sm,p(Y |∆) par le sous-faisceau des (po-
lynoˆmes en les) formes nulles sur les p-vecteurs tangents a` Y qui sont f -
verticaux.
Par le the´ore`me d’image directe de Grauert, les faisceaux Fm := f∗(Lm)
sont cohe´rents, et, pour s ∈ U ge´ne´ral dans S, la fibre Fm,s de Fm en s coincide
avec H0(Ys, (Lfs)m) pour tous les m > 0. On a note´ Lgs := (gs)
∗(KXs) ⊂ Ω
p
Ys
,
et Lgs ,m ⊂ Sm,p(Ys|∆s) la saturation de L
⊗m
gs dans Sm,p(Ys|∆s).
L’assertion re´sulte alors de ce que si, pour un s ∈ U , le syste`me line´aire
|Lgs ,m| de´finit une application ϕs : Ys 99K Zs de rang p, il en est de meˆme
pour tout s′ ∈ S ge´ne´rique, et qu’alors Zs = Xs (quitte a` remplacer m par
un multiple ade´quat) 
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9 LE “COEUR” D’UNE ORBIFOLDE
9.1 Construction du Coeur.
Le re´sultat central du pre´sent texte est le :
The´ore`me 9.1 Soit (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec Y compacte
connexe et dans la classe C.39 Il existe alors une unique40 fibration c(Y |∆) :
(Y |∆) 99K C(Y |∆) telle que :
1. κ(c(Y |∆)|∆) = dim(C(Y |∆)) (et c est donc presque-holomorphe).
2. Les fibres ge´ne´rales (Yc|∆c) de c(Y |∆) sont spe´ciales.
Cette fibration est presque-holomorphe.
Definition 9.2 La fibration c(Y |∆) est appele´e le coeur.
On notera [C(Y |∆)] une base orbifolde stable (voir 4.14) de c(Y |∆)41.
La dimension de C(X|∆) est appele´e dimension essentielle de (X|∆),
et est note´e ess(X|∆).
On notera aussi K(C(Y |∆)) := A(Y |∆) l’alge`bre canonique (voir
de´finition en 2.14) de la base orbifolde stable de c(Y |∆). On l’appelle l’alge`bre
essentielle de (Y |∆).
Remarque 9.3
1. La fibration c(Y |∆) est donc de type ge´ne´ral si dim(C(Y |∆)) > 0. Donc
dim(C(Y |∆)) = 0 si et seulement si (Y |∆) est spe´ciale.
2. A l’autre extreˆme, (Y |∆) est de type ge´ne´ral si et seulement si
dim(C(Y |∆)) = dim(Y ), c’est-a`-dire si et seulement si c(Y |∆) = idY .
3. D’apre`s 8.13, le coeur est donc l’unique fibration de type ge´ne´ral maxi-
mum (au sens de 8.20) sur (Y |∆) si (Y |∆) n’est pas spe´ciale.
4. Si Corbn,m est vraie, alors le coeur de´fini en 9.1 coincide avec celui de´fini
en 10.2 ci-dessous comme aboutissement de l’ite´ration (M ◦r)n, n := dim(X)
du κ-quotient rationnel r et de la fibration de Moishezon-Iitaka M .
De´monstration : L’unicite´ est une conse´quence imme´diate du the´ore`me
8.13. On montre donc maintenant l’existence. On proce`de par re´currence sur
n := dim(Y ). Si n = 0, la conclusion est (e´videmment) vraie, en conside´rant
39ie : bime´romorphe a` Y ′, Ka¨hle´rienne compacte.
40A` e´quivalence bime´romorphe pre`s
41Nous ne savons pas si c’est un invariant de c(Y |∆) dans la cate´gorie bime´romorphe des
orbifoldes ge´ome´triques lisses.
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les points comme des orbifoldes ge´ome´triques spe´ciales. Supposant la conclu-
sion vraie pour dim(Y ′) < n, on choisit pour c(Y |∆) une application constante
si (Y |∆) est spe´ciale. Sinon, on choisit une fibration f : (Y |∆) 99K S de
type ge´ne´ral, avec p := m(X) > 0 maximum. Il suffit de montrer que les
fibres ge´ne´rales (orbifoldes) de f sont spe´ciales : on aura alors f = c(Y |∆).
Si les fibres orbifoldes ge´ne´rales de f ne sont pas spe´ciales, il existe un sous-
ensemble T ⊂ S qui n’est pas analytiquement maigre dans S, et tel que
pour s ∈ T , (Ys|∆s) n’est pas spe´ciale, et c(Ys|∆s) est donc, par l’hypothe`se
de re´currence, puique dim(S) > 0, par hypothe`se, l’unique fibration de type
ge´ne´ral maximum sur (Ys|∆s). On de´duit alors de 8.21 et 8.22 l’existence
d’une factorisation f = h ◦ g de f , avec g : Y 99K X et h : X 99K S des
fibrations, telles que dim(X) > dim(S), et telle que, pour s ∈ S ge´ne´ral, la
restriction gs : (Ys|∆s) 99K Xs de g a` Ys soit de type ge´ne´ral.
Puisque f = h ◦ g est de type ge´ne´ral, on de´duit du the´ore`me 6.12 que
g : (Y |∆) 99K X est une fibration de type ge´ne´ral. Ceci contredit le fait que
dim(S) soit maximum parmi les bases de fibrations de type ge´ne´ral de´finies
sur (Y |∆), et montre donc que les fibres orbifoldes de f sont spe´ciales 
Exemple 9.4 Soit (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse avec Y compacte
et connexe dans la classe C. Si κ(Y |∆) ≥ 0, alors dim(C(Y |∆)) ≤ κ(Y |∆), et
on a e´galite´ si et seulement si c(Y |∆) =M(Y |∆) est la fibration de Moishezon-
Iitaka de l’orbifolde ge´ome´trique (Y |∆)(autrement dit : si soit κ(Y |∆) = 0,
soit si M(Y |∆) est de type ge´ne´ral. Ceci re´sulte ime´diatemment du the´ore`me
6.8.
Proposition 9.5 Soit (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec Y ∈ C.
Soit f : (Y |∆) 99K S une fibration me´romorphe a` fibres orbifoldes ge´ne´rales
spe´ciales, et g : (Y |∆) 99K X une fibration me´romorphe telle que κ(g|∆) =
dim(X). On pose c := c(Y |∆).
Il existe alors une unique couple de fibrations σ : S → C(Y |∆) et γ :
C(Y |∆)→ X telles que : c ◦ σ = f et γ ◦ c = g.
(Y |∆)
f
//
c
%%K
KK
KK
KK
KK
g

S
σ

X C(Y |∆)γ
oo
De´monstration : C’est une conse´quence imme´diate de 8.13 : pour
construire σ (resp. γ), on utilise le fait que c est a` base orbifolde stable
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de type ge´ne´ral (resp. a` fibre orbifolde ge´ne´rale spe´ciale) 
9.2 Fonctorialite´.
Proposition 9.6 Soit f : (Y |∆) 99K (X|∆′) une application me´romorphe
surjective d’orbifoldes ge´ome´triques lisses, avec Y ∈ C. Alors f induit
une (unique) application me´romorphe d’orbifoldes ge´ome´triques lisses cf :
C(Y |∆) 99K C(X|∆′) telle que c(X|∆′) ◦ f = cf ◦ c(Y |∆).
De plus, f induit une application me´romorphe orbifolde cf : [C(Y |∆)]→
[C(X|∆′)] entre bases orbifoldes stables.
De´monstration : La compose´e c(X|∆′) ◦ f : (Y |∆) 99K C(X|∆′) est de
type ge´ne´ral, par la proposition 8.4. Sa restriction a` la fibre ge´ne´rale orbifolde
de c(Y |∆) est donc, par le the´ore`me 8.10, soit constante, soit de type ge´ne´ral.
Comme cette fibre orbifolde est spe´ciale, cette application est constante, et
c(X|∆′) ◦ f se factorise donc par c(Y |∆). La seconde assertion re´sulte de 3.6, en
conside´rant des repre´sentants strictement nets et hauts 
9.3 Connexite´ par chaˆınes spe´ciales.
Proposition 9.7 Soit (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec Y ∈ C,
et c(Y |∆) : (Y |∆) 99K C(Y |∆)) son coeur. Si (Vt)t∈T est une famille couvrante
de sous-varie´te´s de Y , et si (Vt|∆Vt) (de´finie par restriction de ∆ a` Vt comme
en 2.34) est spe´ciale pour t ∈ T ge´ne´ral, alors Vt est contenue dans la fibre
de c(Y |∆), pour tout t ∈ T .
De´monstration : Sinon, la restriction de c(Y |∆) est de type ge´ne´ral, par
le the´ore`me 8.12, ce qui contredit le fait que (Vt|∆Vt) est spe´ciale 
Corollaire 9.8 Soit (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, Y ∈ C compacte
et connexe. Supposons que deux points ge´ne´raux de Y peuvent eˆtre joints par
une chaine connexe de sous-varie´te´s (au sens de 2.34) de Y telles que les
orbifoldes ge´ome´triques de (Y |∆) obtenues par restriction a` ces sous-varie´te´s
(au sens de 2.34) soient spe´ciales (On dira alors que (Y |∆) est S-connexe).
Alors (Y |∆) est spe´ciale. (Autrement dit : (Y |∆) est spe´ciale si elle est
lisse et S-connexe).
De´monstration : Soit y l’un des deux points, choisi tel que la fibre F
de c := c(Y |∆) passant par y ne passe pas par le lieu d’inde´termination de
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c(Y |∆). Ceci est possible, puisque c(Y |∆) est presque-holomorphe, en vertu du
the´ore`me 8.4. Soit V ⊂ Y une sous-varie´te´ telle que (V |∆V ) soit spe´ciale et
rencontre F sans eˆtre contenue dans F (on peut supposer que la restriction
de ∆ a` V est de´finie, par le the´ore`me 8.12. Alors c(V ) 6= C(Y |∆), par 8.10.
Par re´currence sur dim(Y ), on en de´duit (en conside´rant les varie´te´s de la
forme W := c−1(V )) que (Y |∆) admet une famille couvrante d’orbifoldes
ge´ome´triques (W |∆W ) obtenues par restriction de ∆, et contenant stricte-
ment les fibres de c. Contradiction avec 9.7 
Remarque 9.9 La lissite´ de (Y |∆) est essentielle (conside´rer le coˆne sur
une varie´te´ de type ge´ne´ral). En sens inverse, il existe des Y (avec ∆ =
0) spe´ciales n’ayant aucune famille couvrante non-triviale de sous-varie´te´s
spe´ciales : par exemple, les varie´te´s abe´liennes simples.
Corollaire 9.10 Si (Y |∆) est lisse, avec Y ∈ C, et si (Y |∆) est rationnel-
lement connexe par chaines d’orbifoldes obtenues par restriction de ∆, alors
(Y |∆) est spe´ciale.
9.4 Invariance par reveˆtement e´tale.
Proposition 9.11 Soit v : (Y ′|∆′) → (Y |∆) un morphisme d’orbifoldes
ge´ome´triques lisses et connexes dans la classe C. Si v est e´tale en codimension
1 (au sens orbifolde, voir 2.23 et 2.24), alors cv : C(Y
′|∆′) → C(Y |∆) est
ge´ne´riquement fini. En particulier, ess(Y ′|∆′) = ess(Y |∆), et (Y ′|∆′) est
spe´ciale si et seulement si (Y |∆) l’est.
De´monstration : On peut supposer que le reveˆtement v est Galoisien
de groupe fini G en codimension 1 (ie : sur le comple´mentaire de A, Zariski
ferme´ de codimension au moins 2 dans Y ). Le groupe G agit naturellement
sur C(Y ′|∆′), par unicite´ du coeur. Soit alors q : C(Y ′|∆′) → C ′(Y |∆) le
quotient par G de C(Y ′|∆′). On a donc une application naturelle c′ : Y 99K
C ′(Y |∆) telle que c′◦v = q◦c(Y ′|∆′). Les fibres orbifoldes de cette application
sont spe´ciales, puisque images par v de celles de c(Y ′|∆′). De plus, c′ est une
fibration de type ge´ne´ral, par 4.12. Donc C ′(Y |∆) = C(Y |∆) et c′ = c(Y |∆).
D’ou` le re´sultat 
9.5 Le coeur “divisible”.
Si (X|∆) est lisse et entie`re, avec X ∈ C, on peut de´finir (avec la meˆme
de´monstration) le coeur cdiv : (X|∆) → C∗ de (X|∆) dans Georbdiv : ses
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fibres ge´ne´rales sont spe´ciales div (voir 7.6) et sa base orbifolde stable dans
Georbdiv est de type ge´,ne´ral (ou un point).
Si la question 12.24 a une re´ponse affirmative, alors cdiv = c.
Puisque l’on ignore la re´ponse a` 12.24, la conside´ration de c∗ est essentielle
pour l’e´tude de pi1(X|∆) qui est (par 11.9) extension du pi1 de la base orbifolde
divisible B∗ de c∗ par celui de la fibre orbifolde ge´ne´rique F ∗ de c∗. De plus,
l’orbifolde lisse F ∗ e´tant spe´ciale, pi1(F ) est, par la conjecture 12.10, presque
abe´lien.
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10 DE´COMPOSITION DU COEUR.
La conjecture Corbn,m implique que le “coeur” d’une orbifolde ge´ome´trique
lisse (Y |∆) de la classe C n’est autre que la compose´e des ite´re´s, dans le
cadre orbifolde ge´ome´trique (c’est essentiel), des deux fibrations de base de la
classification : la fibration M de Moishezon-Iitaka, et le quotient κ-rationnel
r. En bref : c = (M ◦ r)n, n = dim(Y ).
10.1 La de´composition conditionnelle du coeur.
On rappelle les proprie´te´s de M et r.
Lemme 10.1 On admet l’existence du κ-quotient rationnel 42 pour les orbi-
foldes ge´ome´triques lisses dans C.
Soit (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec Y ∈ C.
Soit r : Y 99K R+ = R+(Y |∆) son κ-quotient rationnel, de base orbifolde
stable [R+|∆+R] := (R
+|∆(r,∆)). (Voir le §6.5).
Soit M : (R+|∆+R) 99K M(R
+) la fibration de Moishezon-Iitaka de
(R+|∆+R)(qui est bien de´finie, puisque κ(R
+|∆+R) ≥ 0).
On notera s(Y |∆) := M ◦ r : (Y |∆) 99K S(Y |∆) la compose´e, appele´e
re´duction spe´ciale e´le´mentaire de (Y |∆).
Alors :
1. Les fibres orbifoldes stables ge´ne´rales de s(Y |∆) sont spe´ciales.
2. S(Y |∆) = (Y |∆) si et seulement si (Y |∆) est de type ge´ne´ral (ie : si
et seulement si κ(Y |∆) = dim(Y ) ≥ 0).
De´monstration : La premie`re assertion re´sulte de 7.3, la seconde de la
remarque 6.15 pre´ce´dente 
The´ore`me 10.2 (On admet l’existence du κ-quotient rationnel pour
les orbifoldes ge´ome´triques lisses dans C, conse´quence de Corbn,m).
Soit (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec Y ∈ C.
On de´finit une suite de fibrations sk : (Y |∆) 99K Sk(Y |∆) := Sk, de base
orbifolde stable note´e (Sk|∆Sk), par re´currence sur k ≥ 0 par les conditions :
1. s0 = idY .
2. sk+1 := s(Sk|∆
Sk
) : (S
k|∆Sk) 99K S
k+1
Alors :
42Conse´quence de Corbn,m.
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1. Il existe un plus petit entier k ≤ n = dim(Y ) tel que Sk+1 = Sk.
Cet entier sera appele´ la longueur de (Y |∆), note´ ν(Y |∆).
2. Si k ≥ ν(Y |∆), sk = sn : (Y |∆) 99K Sk = Sn est l’unique fibration de
type ge´ne´ral a` fibres orbifoldes spe´ciales de´finie sur l’orbifolde ge´ome´trique
(Y |∆).
La fibration Sn (conditionnelle en Corbn,m) est donc le coeur de (Y |∆). Elle
a e´te´ construite inconditionnellement dans le §9.
De´monstration : La premie`re assertion re´sulte de ce que dim(Sk+1) <
dim(Sk) si Sk+1 6= Sk, et de ce que Sk+j = Sk pour tout j > 0 si cette e´galite´
a lieu pour j = 1. La seconde assertion re´sulte du lemme pre´ce´dent, l’unicite´
de 7.3 
Reformulons le re´sultat pre´ce´dent :
The´ore`me 10.3 (On admet l’existence du κ-quotient rationnel
(conditionnel) pour les orbifoldes ge´ome´triques lisses dans C). Soit
(Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec Y ∈ C et n = dim(Y ). Alors :
c = (M ◦ r)n, avec les notations pre´ce´dentes.
Pour les orbifoldes ge´ome´triques spe´ciales, on a donc :
Corollaire 10.4 (On admet l’existence du κ-quotient rationnel
(conditionnel) pour les orbifoldes ge´ome´triques lisses dans C)
Soit (Y |∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec Y ∈ C, et n = dim(Y ).
Alors (Y |∆) est spe´ciale si et seulement si dim(Sn(Y |∆)) = 0.
De manie`re e´quivalente : (Y |∆) est spe´ciale si et seulement si (Y |∆) est
(comme en 7.5) une tour de fibrations a` fibres orbifoldes ge´ne´rales stables F
ayant soit κ = 0, soit κ+ = −∞.
Remarque 10.5 La suite de fibrations sk fournit une de´composition in-
trinse`que et fonctorielle dans la cate´gorie bime´romorphe des orbifoldes
ge´ome´triques lisses de C en composantes des trois “ge´ome´tries pures”
e´le´mentaires :
1. κ+ = −∞ (conjecturalement rationnellement connexes dans un sens
orbifolde ade´quat).
2. κ = 0.
3. κ = dim (“type ge´ne´ral”).
Les analogues “nume´riques” de ces trois ge´ome´tries bime´romorphes sont :
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1. K < 0 (“ge´ome´trie de Fano)
2. K ≡ 0. (ou c1 = 0).
3. K > 0 (fibre´ canonique ample).
L’objectif du programme des mode`les minimaux (en version “logarith-
mique”) est pre´cise´ment de re´duire la version bime´romorphe a` la ver-
sion nume´rique. Ce “programme” pourrait eˆtre (en l’absence de me´thodes
bime´romorphes directes) l’outil permettant de de´montrer certaines des conjec-
tures e´nonce´es ci-dessous concernant les orbifoldes ge´ome´triques.
La “ge´ome´trie spe´ciale” combine donc (conditionnellement, et seulement
dans la cate´gorie orbifolde bime´romorphe) les deux premie`res “ge´ome´tries
pures” (κ+ = −∞ et κ = 0), tandis que le “coeur” de´compose canoniquement
et fonctoriellement les orbifoldes ge´ome´triques dans C en leurs composantes
“spe´ciale” (les fibres), et de “type ge´ne´ral” (la base orbifolde).
10.2 Analogie avec les alge`bres de Lie.
Dans le dictionnaire ci-dessous entre notions de ge´ome´trie complexe, et
notions de la the´orie des alge`bres de Lie complexes, le “coeur” est l’analogue
de la fibration de Levi-Malcˇev, tandis que la de´composition du coeur c =
(M ◦ r)n est l’analogue de la suite des quotients par la se´rie de´rive´e.
Ge´ome´trie orbifolde Alge`bres de Lie
Fibration Extension
Fibre ge´ne´rale orbifolde Noyau
Base orbifolde stable Quotient
Spe´ciale Re´soluble
Type ge´ne´ral Semi-simple
κ = 0 ou κ+ = −∞ Abe´lienne
Coeur Levi-Malcˇev
10.3 Varie´te´s de “type” et dimension donne´s.
Definition 10.6 Admettons la conjecture Corbn,m. Pour toute orbifolde
ge´ome´trique (X|∆) de dimension n, avec X ∈ C, et k = 0, 1, . . . , n, soit
dk = dk(X|∆) := dim(S
k(X|∆)), et pour k = 1, . . . , n, soit : d′k :=
dim(R(Sk−1(X|∆))).
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Les (2n + 1) entiers : d0 := dim(X) ≥ d
′
1 ≥ d1 ≥ d
′
2 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn =
dim((X|∆) forment une suite de´croissante t(X|∆) = (d0, d
′
1, . . . , dn) appele´e
le type de (X|∆).
Soit ν = ν(X|∆) le plus petit entier k ≤ n tel que dk = dk+1 = dn ou
d′k−1 = d
′
k = dn. Cet entier ν est la longueur de (X|∆).
Le type de (X|∆) est soumis aux conditions : dk > d
′
k+1 si k < ν(X|∆)
(puisque la compose´e de deux fibrations dont les fibres orbifoldes ge´ne´rales
ont κ+ = −∞ a aussi cette proprie´te´).
Nous allons voir que ces conditions sont les seules, en ge´ne´ral. Il nous
suffira pour cela, par re´currence sur ν, d’e´tablir le lemme 10.7 suivant :
Lemme 10.7 Soit X = (X|0) une varie´te´ projective lisse de dimension m,
de type t = (m = δ0, δ
′
1, δ1, . . . , δν−1 = · · · = δm) et de longueur (ν−1). Alors,
pour tout entier r > 0 :
1. Si κ(X) ≥ 0, ((X×Pr)|0) est de longueur ν et de type (d0 = m+r, d
′
1 =
m = δ0 = δ1, d
′j = δj−1, dj = δj−1 pour j = 1, . . . , m).
2. Il existe une varie´te´ projective lisse Y telle que κ(Y ) = dim(X) = m,
dim(Y ) = dim(X) + r, et une fibration J : Y → X qui est la fibration de
Moishezon-Iitaka de Y . Le type de Y est alors : (m + r = d0 = d1, d
′
j =
δ′j−1, dj = δj−1 pour j = 1, . . . , m).
De´monstration : L’assertion 1 est e´vidente, puisque la projection de
Y := (X × Pr) sur son premier facteur est le quotient rationnel de Y , et
coincide donc avec r pour l’orbifolde ge´ome´trique (Y |0).
Pour l’assertion 2, on choisit sur X un fibre´ re`s ample H , et pour Y un
membre ge´ne´rique du syste`me line´aire |d.H ×OPr+1(r + 1)|, sur (X × P
r+1),
pour d > 0 entier assez grand. La projection de Y sur X induite par celle du
produit sur son premier facteur n’a pas de fibre multiple en codimension 1,
et satisfait les conditions e´nonce´es. (Nous ne le ve´rifions pas ici) 
Exemple 10.8 Pour tout n ≥ 0, on note c(n) (tout comme en [Ca 04,
6.22]), le nombre de types en dimension n. Par e´tude directe on voit ([Ca
04, 6.22]) que c(0) = 1, c(1) = 3, c(2) = 8, c(3) = 21.
En dimension 1, les trois types sont : (1, 0, 0), (1, 1, 0) et (1, 1, 1) corres-
pondant respecivement a` κ = −∞, 0, 1 pour les courbes (X|0).
En dimension 2, les 8 types sont : (2, 0, 0, 0, 0), (2, 1, 1, 0, 0), (2, 1, 1, 1, 1),
(2, 2, 0, 0, 0), (2, 2, 1, 0, 0),(2, 2, 1, 1, 0), (2, 2, 1, 1, 1), (2, 2, 2, 2). Ils corres-
pondent, pour les surfaces (X|0) aux invariants (κ, q˜) suivants respective-
ment, ou` q˜ est le maximum des irre´gularite´s des reveˆtements e´tales finis de
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X : (−∞, 0), (−∞, 1), (−∞,+∞) (ie : q ≥ 2), κ = 0,(κ = 1, 0),(κ =
1, 1),(κ = 1,+∞), κ = 2.
On trouvera dans [Ca 04,3.38 ] une liste partielle des invariants bira-
tionnels des varie´te´s (X|0) correspondants aux diffe´rents types non-spe´ciaux
possibles en dimension 3.
Plus ge´ne´ralement, on va montrer ([Ca 04, 6.22])43 que : c(n) = a
n+1−bn+1√
5
,
avec : a = 3+
√
5
2
et b = 3−
√
5
2
, car c(n + 1) = 3c(n)− c(n− 1).
En effet : on a c(n+1) = (n+2)+
∑n
0 (n+1−d1).c(d1). Le premier terme
correspond aux types tels que d′1 = d1 ≤ (n + 1), le deuxie`me aux types tels
que : (d′1 > d1). On en de´duit : c(n+ 1− c(n) = 1 +
∑n
0 c(d1), puis l’e´galite´
voulue en faisant la diffe´rence avec c(n)− c(n− 1).
Remarque 10.9 Sous re´serve de Corbn,m, nous avons donc de´fini une se´rie
de nouveaux invariants bime´romorphes des orbifoldes ge´ome´triques lisses
(X|∆). Ces invariants sont donc de´finis en particulier dans les cas extreˆmes
∆ = 0 (cas compact) et ∆ = Supp(∆) (cas ouvert, qui s’applique a` toute
compactification a` croisements normaux de toute varie´te´ quasi-projective).
Nous conjecturons que ces invariants entiers sont stables par de´formation
(par exemple lorsque ∆ = 0).
Ces invariants ge´ne´ralisent et pre´cisent la dimension canonique (dite “de
Kodaira”). Ils fournissent, de´ja` lorsque ∆ = 0, (voir, par exemple, le cas de la
dimension 2 ci-dessus) une description beaucoup plus pre´cise de la structure
de X que la classique dimension “de Kodaira”.
10.4 Fonctorialite´ (conditionnelle)
Des proprie´te´s de fonctorialite´ 6.2.4 et 6.16 pour r et M , on de´duit
imme´diatemment celles de s (re´duction spe´ciale e´le´mentaire) et du coeur :
Proposition 10.10 Soit f : (X|∆X) 99K (Y |∆Y ) est un morphisme dans
la cate´gorie me´romorphe des orbifoldes ge´ome´triques lisses. On suppose que
X ∈ C. Soit k ≥ 0 un entier. Notons (pour simplifier les notations)
[SkX |∆SkX ] et [S
k
Y |∆SkY ] respectivement les bases orbifoldes stables de s
k
(X|∆X)
et de sk(Y |∆Y ), suppose´es exister.
Il existe alors un (unique) morphisme skf : [S
k
X |∆SkX ] 99K [S
k
Y |∆SkY ] tel
que : skf ◦ s
k
(X|∆X) = s
k
(Y |∆Y ) ◦ f .
43L’expression donne´e de c(n) est exacte, bien que la formule de re´currence y soit incor-
recte !
118
On a : ν(X|∆X) ≥ ν(Y |∆Y ).
Si ν = ν(X|∆X), s
ν
f induit donc un morphisme orbifolde (dans la
cate´gorie bime´romorphe) entre les bases orbifoldes des coeurs de (X|∆X) et
de (Y |∆Y )
Question 10.11 Si u : (X|∆) → (X ′|∆′) est un morphisme orbifolde
e´tale en codimension 1, entre orbifoldes ge´ome´triques lisses de C, les mor-
phismes naturels induits par u (r+u ,Mu, su, s
k
u) sont-ils e´galement (sur des
repre´sentants ade´quats) e´tales en codimension 1 ? En particulier, la dimen-
sion des orbifoldes ge´ome´triques images doit eˆtre alors la meˆme. Nous verrons
(en 9.11) que cette dernie`re proprie´te´ est ve´rifie´e pour le coeur (voir 9.11),
et l’est donc bien, en particulier, pour chaque e´tape de la de´composition.
10.5 Rele`vement de proprie´te´s par de´vissage.
Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse spe´ciale. Admettons la conjec-
ture Corbn,m. Soit alors s
k : (X|∆) 99K Sk(X|∆) la suite de fibrations de´finies
ci-dessus, pour k ≤ ν(X|∆), avec sk = (M ◦ r)k. Cette suite est appele´e le
de´vissage canonique de (X|∆).
Soit maintenant (P) une proprie´te´ susceptible d’eˆtre ou non satisfaite par
une orbifolde ge´ome´trique lisse (X|∆), avec X ∈ C. De manie`re e´quivalente,
notons (P ) la classe des orbifoldes ge´ome´triques lisses (X|∆), avec X ∈ C
posse´dant la proprie´te´ (P).
On a alors le lemme de “rele`vement” e´vident suivant, qui permet de re-
lever aux orbifoldes ge´ome´triques spe´ciales des proprie´te´s satisfaites pour les
classes κ = 0 et κ+ = −∞ :
Lemme 10.12 Admettons Corbn,m.
A. Supposons que la classe (P) posse`de les proprie´te´s de stabilite´ sui-
vantes :
1. Invariance bime´romorphe.
2.(X|∆) ∈ (P ) si κ(X|∆) = 0.
3.(X|∆) ∈ (P ) si κ+(X|∆) = −∞.
4. Stabilite´ par extension : si f : (X|∆) 99K Y est une fibration
me´romorphe de base orbifolde stable [Y |∆(f,∆)] ∈ (P ), et si (X|∆)y ∈ (P ),
pour y ∈ Y ge´ne´ral, alors (X|∆) ∈ (P ).
Alors : (X|∆) ∈ (P ) si (X|∆) est lisse et spe´ciale.
B. Si, de plus, la classe (P) est telle que :
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5. (X|∆) /∈ (P ) si (X|∆) est lisse, de type ge´ne´ral, avec : dim(X) > 0.
6. Si f : (X|∆) 99K Y est une fibration, avec (X|∆) ∈ (P ), alors
[Y |∆(f,∆)] ∈ (P ).
Alors : (P ) est exactement la classe des orbifoldes ge´ome´triques
spe´ciales.
(Pour de´montrer le point B, utiliser le “coeur”, en raisonnant par l’ab-
surde).
Ce lemme devrait permettre de re´duire la preuve d’un certain nombre
de proprie´te´s conjecturales (voir S.12) des orbifoldes ge´ome´triques lisses et
spe´ciales aux cas “e´le´mentaires” cruciaux κ = 0 et κ+ = −∞. La stabilite´
par extensions est elle-meˆme conjecturale dans la plupart des situations. Sa
signification est la suivante : si les obstructions a` e´tendre (P ) s’annulent
localement sur la base (orbifolde stable) de f , elles s’annulent globalement
sur cette base. Des exemples de proprie´te´s auxquelles appliquer ce principe
de rele`vement sont fournies dans le §12.
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11 GROUPE FONDAMENTAL
11.1 Groupe fondamental d’une orbifolde ge´ome´trique
lisse
Les orbifoldes ge´ome´triques conside´re´es dans cette section sont entie`res,
lisses et connexes. Les morphismes orbifoldes le sont au sens divisible (voir
de´finition 2.3).
On montre ici que le groupe fondamental orbifolde se comporte, sous
l’hypothe`se usuelle de lissite´, comme dans le cas des varie´te´s sans structure
orbifolde (et meˆme mieux, puisque les fibrations induisent toujours des suites
exactes, voir 11.9. Ce fait est, avec 7.3, une seconde indication du fait que la
cate´gorie orbifolde ge´ome´trique puisse eˆtre le cadre naturel de la ge´ome´trie
ka¨hle´rienne ou alge´brique)44.
Remarque 11.1 Remarquons enfin que le groupe fondamental d’une orbi-
folde lisse et entie`re (X|∆), avec X ∈ C peut eˆtre e´tudie´ en conside´rant son
coeur “divisible” c∗ (voir le §12.15), qui exprime pi1(X|∆) comme extension
de pi1(B
∗), la base orbifolde de c∗, par pi1(F ∗), la fibre orbifolde ge´ne´rique
de c∗. Ce dernier groupe est, conjecturalement (par 12.10), presque abe´lien,
puisque F ∗ est spe´cialediv.
La de´finition suivante est classique :
Definition 11.2 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec X
connexe, et ∆ :=
∑
j∈J(1 −
1
mj
).Dj. On note X
∗ := (X − supp(∆)) le
comple´mentaire dans X du support de ∆, et a ∈ X∗. On note pi1(X|∆, a)
le quotient de pi1(X
∗, a) par le sous-groupe normal engendre´ par les lacets
g
mj
j , de´signant par gj, ∀j ∈ j le lacet base´ en a, tournant une fois dans le
sens direct autour du diviseur Dj (lacet dit “e´le´mentaire” pour Dj). (Dans
les proble`mes conside´re´s ici, on omettra la mention des points-base, qui n’y
jouent aucun roˆle).
On notera enfin X0 tout ouvert de Zariski de X, comple´mentaire d’un
sous-ensemble analytique ferme´ A de codimension 2 au moins, A contenant
le lieu singulier Sing(⌈∆⌉). On note ∆0 := ∆ ∩X0.
44Remarquons que les re´sultats de ce chapitre s’e´tendent aux champs de Deligne-
Mumford lisses dont “l’espace des modules” est projectif (ou dans la classe C).
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Remarque 11.3 Si X est compacte, pi1(X|∆) est donc de pre´sentation finie,
puisque quotient de pi1(X
∗), qui est de type fini, par le sous-groupe normal
engendre´ par un nombre fini d’e´le´ments.
Exemple 11.4 Si X = P2, et si D := Supp(∆) est a` croisements normaux,
et re´union de r ≥ 0 courbes irre´ductibles de degre´s d1, . . . , dr, alors G
∗ :=
pi1(P
2−D) est le quotient de Z⊕r par les sous-groupe engendre´ par (d1, . . . , dr)
(par [De 79]). Donc toute orbifolde entie`re (X|∆) avec Supp(∆) = D a un pi1
abe´lien fini, quotient de G∗. La situation est tre`s diffe´rente de`s que l’on a des
points triples : par exemple si D est la re´union de trois droites concourantes.
Voir aussi [B-H-H 87, 3.1.D, p.108, et 2.2.F, pp. 65-66].
Proposition 11.5 Soit f : (X|∆X) → (Y |∆Y ) un morphisme orbifolde di-
visible45 entre orbifoldes ge´ome´triques lisses, avec X connexe.
1. Il induit un morphisme fonctoriel naturel de groupes f∗ : pi1(X|∆X)→
(Y |∆Y ).
2. Si f est une fibration, f∗ est surjectif.
3. L’injection j0 : (X0|∆0)→ (X|∆) induit un isomorphisme de groupes :
j0∗ : pi1(X
0|∆0)→ pi1(X|∆)
4. Si f est e´tale en codimension 1, f∗ est injectif. L’indice de pi1(X|∆X)
dans pi1(Y |∆Y ) est e´gal au degre´ ge´ome´trique de f .
5. Si f est propre et surjective, son image est d’indice fini (au plus e´gal
au nombre de composantes connexes d’une fibre ge´ne´rique) dans pi1(Y |∆Y ).
De´monstration : 1. L’image par f du support DX de ∆X est contenue
dans le supportDY de ∆Y . SiD est une composante de ∆X de multiplicite´ m,
et si E est une composante quelconque de ∆Y contenant f(D), de multiplicite´
m′, on a donc, par hypothe`se : t.m = k.m′, pour un entier k > 0. Soit donc
gD un lacet de X − DX e´le´mentaire pour D. Soit gE un lacet e´le´mentaire
relatif a` E dans (Y − DY ). Puisque f
∗(E) = t.D + . . . , f∗(gD) = (gE)t (a`
conjugaison pre`s dans pi1(Y − DY )). Donc f∗(gmD ) = (gE)
t.m = (gE)
m′.k =
((gE)
m′)k, est donc dans le noyau du quotient pi1(Y − DY ) → pi1(Y |∆Y ),
puisque ceci est vrai pour toute composante E de DY . La fonctorialite´ de f∗
re´sulte imme´diatemment de sa de´finition.
2. Soit X∗∗ := (X − f−1(DY )) ∩ X∗ ⊂ X∗ ⊂ X . Si f est une fibration,
le morphisme de groupes pi1(X
∗∗) → pi1(Y ∗) est surjectif. En effet : X , et
donc X∗∗ est lisse et connexe, les fibres ge´ne´riques de f|X∗∗ : X∗∗ → Y ∗
45Voir de´finition en 2.3.
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sont connexes, et f|X∗∗ : X∗∗ → Y ∗ est surjective, par hypothe`se. Donc f∗ est
e´galement surjectif, puisque f∗ est de´duit du morphisme de groupes pre´ce´dent
par passage aux quotients. Plus pre´cise´ment, le diagramme commutatif ci-
dessous e´tablit la surjectivite´ de f∗.
pi1(X
∗∗) //

pi1(X
∗) // pi1(X|∆)
f∗wwoo
oo
oo
oo
oo
o
pi1(Y
∗) // pi1((Y |∆Y ))
3. Les groupes pi1(X
∗) et pi1(X0)∗ sont naturellement isomorphes par j0, et
les noyaux des morphismes de´finissant pi1(X
0|∆0) et pi1(X|∆) sont engendre´s
par les (classes des) lacets e´le´mentaires correspondants.
4. On est donc re´duit, par 3, au cas ou` f est e´tale au sens orbifolde.
On peut donc supposer eˆtre dans la situation de 2.24. Si D est une com-
posante de DX de multiplicite´ m, alors f(D) = E est une composante du
support de DY qui est de multiplicite´ m
′, avec r.m = m′, si r est l’indice
de ramification de f le long de D, tel donc que f ∗(E) = r.D + . . . . Donc
f∗(gD)m = ((gE)r)m
′
, avec les notations utilise´es dans la preuve de 1. Puisque
le morphisme naturel pi1(X
∗)→ pi1(Y ∗) induit par la restriction de f est in-
jectif, et que les sous-groupes normaux de pi1(Y ∗) engendre´s par les lacets
e´le´mentaires autour des composantes de DX et de DY coincident, pi1(X|∆X)
est bien un sous-groupe de pi1(Y |∆Y ) dont l’indice coincide avec celui de
pi1(X
∗) dans pi1(Y ∗), e´gal au degre´ (fini ou pas) de f .
5. Le diagramme utilise´ dans la de´monstration de l’assertion 2 ci-dessus
montre que l’on peut remplacer Y par l’un quelconque de ses ouverts non
vides de Zariski Y ′, et X par X ′ := f−1(Y ′). Soit f = h ◦ s, s : X → Z
une fibration, et h : Z → Y finie, la factorisation de Stein de f . Quitte a`
remplacer Y par Y ′ ade´quat, on supposera que (Z|∆(s,∆X)) est lisse, que
s∆ : (X|∆X) → (Z|∆(s,∆X)) est un morphisme orbifolde (ne´cessairement
divisible), et que h : Z → Y est e´tale et induit un morphisme orbifolde
divisible h∆ : (Z|∆Z) := (Z|∆(s,∆X)) → (Y |∆Y ). La seule assertion non
imme´diate est la divisibilite´ de s∆ et h∆. Puisque f est divisible, ∆Y divise
∆(f,∆X). Par finitude de h, ∆(f,∆X) = ∆(h,∆(s,∆X)) := ∆(h,∆Z). Ce
sont les assertions de divisibilite´ annonce´es. On est donc re´duit au cas ou`
f = s est e´tale finie. L’assertion de divisibilite´ signifie alors que h∗(∆Y ) divise
∆Z . Donc pi1(Z/h
∗(∆Y )) est un quotient de pi1(Z|∆Z). Puisque pi1(Y |∆Y )
est un quotient de pi1(Z/h
∗(∆Y )) de degre´ e´gal au nombre de composantes
connexes de la fibre ge´ne´rique de f , le re´sultat est e´tabli.
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Remarque 11.6 1. La condition de divisibilite´ du morphisme orbifolde f est
en ge´ne´ral ne´cessaire, pour l’existence de f∗ : conside´rer par exemple X = P1
avec les trois diviseurs orbifoldes ∆k = {0}+ (1 −
1
ak
).{∞}, pour k = 1, 2, 3
et : 1 < a1 < a2 < a3 = +∞, a1 et a2 premiers entre eux. Ils induisent
deux morphismes de groupes : Z → Za1 et Z → Za2, mais aucun morphisme
Za2 → Za1 n’est compatible par composition avec les pre´ce´dents.
2. Si f : (X|∆) → (Y |∆) est l’e´clatement d’un point lisse du support de
∆Y , situe´ sur une composante D de DY affecte´e dans ∆Y de la multiplicite´
m > 1, et si le diviseur exceptionel D de f est affecte´ dans ∆X tel que
f∗(∆X) = ∆Y d’une multiplicite´ m′, premie`re avec m, et assez grande pour
que f : (X|∆) → (Y |∆) soit un morphisme orbifolde (non divisible), alors
pi1(X|∆X) ∼= pi1(Y |∆
′
Y ), ou` ∆
′
Y est obtenu de ∆Y par suppression de la
composante (1 − 1
m
).D. Ce dernier groupe est en ge´ne´ral un quotient strict
de pi1(Y |∆Y ).
En particulier, le groupe fondamental n’est pas un invariant
bime´romorphe dans la cate´gorie des orbifoldes lisses (munie des morphismes
non divisibles).
3. Un cas particulier de f : (X|∆X) → (Y |∆Y ) auquel l’assertion 2 peut
eˆtre applique´e est celui dans lequel X = Y et ∆Y divise ∆X (ie : m∆Y (D)
divise m∆X (D), ∀D ∈ W (X) = W (Y )) : pi1(Y |∆Y ) est alors un quotient de
pi1(X|∆X).
Proposition 11.7 f : (X|∆X) → (Y |∆Y ) un morphisme orbifolde divi-
sible, avec X connexe. On suppose que f est bime´romorphe au sens orbifolde
(ie : bime´romorphe de X sur Y , et tel que f∗(∆X) = ∆Y ). Alors f∗ est un
isomorphisme de groupes.
En particulier, deux orbifoldes ge´ome´triques bime´romorphes au sens di-
visible46 ont des groupes fondamentaux isomorphes.
De´monstration : Par l’observation faite ci-dessus, on ne change pas
pi1(Y |∆Y ) en restreignant Y au comple´mentaire de A ⊂ Y , Zariski ferme´ de
codimension au moins 2. On choisit A contenant le lieu d’inde´termination
de f−1. Alors f ′ : X∗ → Y ∗ est un isomorphisme. Et il existe donc un
morphisme quotient h : pi1(Y
∗)→ pi1(X|∆X) tel que f∗ ◦ h = δY : pi1(Y ∗)→
pi1(Y |∆Y ) est le quotient naturel. Puisque le noyau de δ (engendre´ par les
46ie : s’il existe une chaine d’e´quivalences bime´romorphes orbifoldes bime´romorphes
divisibles les reliant.
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lacets ∆Y -e´le´mentaires) est contenu dans celui de h (engendre´ par les lacets
∆X -e´le´mentaires), f∗ est un isomorphisme 
Definition 11.8 Soit ∆′ et ∆ deux diviseurs orbifoldes sur X, connexe.
Alors idX : (X|∆X) → (X|∆
′) est un morphisme orbifolde divisible si
et seulement si ∆′ divise ∆ (ie : que pour chaque D ∈ W (X), m∆′(D)
divise m∆(D)). Ce morphisme induit un morphisme de groupes (idX)∗ :
pi1(X|∆X)→ pi1(X|∆
′) surjectif.
On dit que (X|∆) est re´gulie`re si le seul diviseur orbifolde ∆′ divisant
∆, tel que le (idX)∗ soit un isomorphisme est ∆′ = ∆ (autrement dit : si on
ne peut pas “re´duire” strictement ∆ sans re´duire strictement son pi1).
11.2 Suite exacte associe´e a` une fibration orbifolde
nette
Proposition 11.9 f : (X|∆X) → (Y |∆Y ) un morphisme orbifolde divi-
sible, avec X connexe. Soit (Xy|∆y) une fibre orbifolde lisse ge´ne´rique de f ,
notant ∆ := ∆X , et j : (Xy|∆y) → (X|∆) l’inclusion naturelle. Elle induit
une morphisme de groupes naturel j∗ : pi1(Xy|∆y)→ pi1(X|∆).
Si f est nette au sens divisible47, la suite de groupes suivante induite par
j et f est exacte :
pi1(Xy|∆y)
j∗
// pi1(X|∆)
f∗
// pi1(Y |∆Y ) // {1}
De´monstration : Seule l’exactitude en pi1(X|∆) reste a` e´tablir. Puisque
f∗ ◦ j∗ = (f ◦ j)∗, il faut montrer que le noyau de f∗ est contenu dans l’image
de j∗. Rappelons (voir 3.8) que f “nette” (au sens divisible) signifie qu’il
existe un diagramme commutatif :
(X|∆) w //
f

(X ′|∆′)
f ′

Y
v // Y ′
dans lequel :
1. w est un morphisme orbifolde divisible, v et w e´tant bime´romorphes,
Y, Y ′ lisses, et w∗(∆) = ∆′.
2. Tout diviseur g-exceptionnel de X est w-exceptionnel.
47ie : satisfait la condition de 3.8, les morphismes orbifoldes l’e´tant alors tous au sens
divisible.
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Si A ⊂ Y est analytique ferme´ de codimension 2 ou plus, f−1(A) =
B ∪ E ⊂ X est analytique ferme´ re´union de B, et E ′, analytique ferme´s
dans X , B de codimension 2 ou plus, et E un diviseur f -exceptionnel,
donc w-exceptionnel, puisque f est nette relativement a` f ′. Il en re´sulte
que pi1(X”|∆”) = pi1(X|∆), si X” = f
−1(Y − A), et ∆” := ∆ ∩X ′.
Remplac¸ant Y par un ouvert ade´quat Y ” et X par X” := f−1(Y ”), on
supposera donc de´sormais que f , ainsi que sa restriction au support de ∆X
sont a` fibres e´quidimensionnelles, le support de ∆Y e´tant lisse.
On va maintenant montrer que l’on peut supposer que, de plus, ∆ = ∆vert,
partie f -verticale de ∆, ce dernier diviseur orbifolde e´tant simplement la
re´union des composantes du support de ∆ qui ne sont pas envoye´es surjecti-
vement sur Y par f , les multiplicite´s des composantes (f -verticales) restantes
e´tant conserve´es.
Alors : ∆Y := ∆(f,∆) = ∆(f,∆
vert). Cette dernie`re e´galite´ re´sulte
imme´diatemment des de´finitions.
On a, de plus, une surjection naturelle pi1(X|∆) → pi1(X|∆
vert), compa-
tible avec les restrictions a` Xy.
La proprie´te´ cruciale pour cette seconde re´duction est le fait que le noyau
du morphisme naturel pi1(X|∆) → pi1(X|∆
vert) est engendre´ par les lacets
e´le´mentaires autour des composantes f -horizontales de ∆, et est donc contenu
dans pi1(Xy|∆Xy) = pi1(Xy), puisque ∆
vert
|Xy = 0.
On supposera donc que f et sa restriction a` ∆ = ∆vert sont
e´quidimensionnels, et que ∆Y = ∆(f,∆) est a` support lisse.
Soit donc g ∈ pi1(X
∗) tel que son image dans pi1(X|∆) soit dans le noyau
de f∗ ci-dessus. On peut donc e´crire : f(g) = Πrhpr.µrr , ou` les h
µr
r sont des
lacets e´le´mentaires autour des composantes du support de ∆Y . Puisque ∆Y
est la base orbifolde de (f |∆), pour chaque r, on peut e´crire, par le the´ore`me
de Bezout : hµrr = Πsf(g
tr,s.mr,s.qr,s
r,s ), puisque µr = pgcds(tr,s.mr,s), par la
de´finition de la base orbifolde (divisible). Les gr,s sont des lacets e´le´mentaires
autour de composantes de ∆vert dont l’image par f est la composante d’indice
r, de multiplicite´ µr, du support de ∆Y .
Donc : g = Πr,sf(g
pr.tr,s.mr,s.qr,s
r,s ).g′, ou` f(g′) = 1 dans pi1(Y ∗). Mais la
suite exacte d’homotopie :
pi1(Xy)
j∗
// pi1(X
∗)
f∗
// pi1(Y
∗) // {1}
montre que g′ ∈ pi1(Xy) = pi1(Xy|∆Xy). Ce qui ache`ve a de´monstration.
Passant a` un mode`le holomorphe net, on en de´duit la version
bime´romorphe suivante :
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Corollaire 11.10 Soit (X|∆) lisse, avec X connexe, et f : X 99K Y
me´romorphe dominante connexe et propre, de fibre orbifolde ge´ne´rique
(X|∆)y (sur un mode`le bime´romorphe rendant f holomorphe), et de base
orbifolde stable [Y |∆Y ]. La suite de groupes suivante est alors exacte :
pi1(Xy|∆y)
j∗
// pi1(X|∆)
f∗
// pi1([Y |∆Y ]) // {1}
Explicitons le lien entre le groupe fondamental de X ∈ C, lisse et connexe,
et celui de la base orbifolde (stable) de sa Γ-re´duction.
Corollaire 11.11 Soit X ∈ C, lisse et connexe. Soit γX : X → Y := Γ(X)
sa Γ-re´duction (au sens de [ca94], ou sa re´duction de Shafarevich), et Xg
sa fibre ge´ne´rique (lisse). Soit (Γ(X)|∆(γX)) = [Y |∆Y ] sa base orbifolde
(stable). Alors on a une suite exacte de groupes :
pi1(Xg)
j∗
// pi1(X)
γ∗
// pi1([Y |∆Y ]) // {1}
Remarque 11.12 Cette suite exacte montre que l’e´tude de pi1(X) ne´cessite
celle de l’orbifolde ge´ome´trique (Y |∆Y ).
11.3 Reveˆtement universel d’une orbifolde lisse
Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse avec X connexe. On note
∆ =
∑
j∈J(1 −
1
mj
).Dj . On note aussi X
∗ := (X − ⌈∆⌉), et X0 := X − A,
avec A ⊃ Sing(⌈∆⌉) le lieu singulier du support de ∆, si A est de codimension
2 au moins dans X .
Nous adoptons ici la terminologie de [N87], et en rappellons certains
re´sultats.
Definition 11.13 Un reveˆtement ramifie´ en au plus ∆ de X est une
application holomorphe g : X¯ → X telle que :
1. X¯ est normal et connexe, et les fibres de g sont discre`tes.
2. La restriction g∗ : X¯∗ := g−1(X∗)→ X∗ de g a` X¯∗ est un reveˆtement
non ramifie´ (de groupe G ⊂ pi1(X
∗)).
3. Si D¯0j est une composante irre´ductible de g
−1(Dj) ⊂ X¯0 := g−1(X0),
alors g ramifie a` l’ordre nj, diviseur de mj le long de D¯
0
j .
On affecte l’adhe´rence de D¯0j de la multiplicite´ m¯j :=
mj
nj
. On obtient ainsi
un diviseur orbifolde ∆¯ sur X¯ dont le support est contenu dans la re´union
des g−1(Dj).
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4. Tout a ∈ X a un voisinage ouvert connexe Wa tel que, pour toute
composante connexe Ua de g
−1(W ), Ua ∩ g−1(a) soit re´duit a` un point a¯, et
g|Ua : Ua →W est propre (et finie).
On dira que X¯ est le comple´te´ de X¯∗ au-dessus du support de ∆.
On dit que g ramifie en ∆ si nj = mj , ∀j ∈ J .
Le morphisme g : (X¯|∆¯) → (X|∆) est alors un morphisme orbifolde
e´tale.
La notion d’isomorphisme de reveˆtements ramifie´s est la notion usuelle.
Les reveˆtements ramifie´s sont conside´re´s a` isomorphisme pre`s dans la suite.
The´ore`me 11.14 [N87, 1.3.8] Dans la situation pre´ce´dente 48, il existe une
bijection naturelle entre les sous-groupes de pi1(X
∗) contenant le sous-groupe
normal K engendre´ par les g
mj
j , j ∈ J , et les reveˆtements ramifie´s en au plus
∆ de X (a` isomorphisme de reveˆtement pre`s).
Cette bijection associe au reveˆtement g : X¯ → X le sous-groupe de pi1(X
∗)
consitue´ des automorphismes du reveˆtement g∗ : X¯∗ → X∗ obtenu par restric-
tion de g au-dessus de X∗. Re´ciproquement, a` un sous-groupe, le the´ore`me
associe la comple´tion au-dessus du support de ∆ du reveˆtement de X∗ de´fini
par ce sous-groupe.
Corollaire 11.15 Il existe un unique reveˆtement uX|∆ : (X|∆) := X¯ → X
ramifie´ en au plus ∆, avec X¯0 (et donc a fortiori X¯) simplement connexe.
On l’appelle le reveˆtement universel de (X|∆). Alors :
1. Pour tout j ∈ J , soit nj l’ordre auquel ramifie uX|∆ le long de D¯0j :
c’est un diviseur de mj. Soit ∆¯ :=
∑
j∈J(1− 1/nj).Dj : ce diviseur orbifolde
divise ∆, et on l’appelle la re´gularisation de ∆.
2. L’identite´ de X induit un morphisme orbifolde (divisible) idX :
(X|∆)→ (X|∆¯) qui est un isomorphisme au niveau des pi1. De plus :
3. uX|∆ : X¯ → X est aussi le reveˆtement universel de (X|∆¯), et uX|∆
ramifie en ∆¯. On a : (∆¯) = ∆¯. En particulier : ∆¯ = ∆ si et seulement si
(X|∆) est re´gulie`re.
4. Le sous groupe normal de pi1(X
∗) engendre´ par les gmjj , j ∈ J est aussi
le groupe normal engendre´ par les g
nj
j (notations de 11.13).
48Le re´sultat de [N87] couvre, plus ge´ne´ralement, les diviseurs orbifoldes a` groupes fon-
damentaux locaux finis. On l’applique ici au-dessus de X −∆∞, si ∆∞ est la re´union des
composantes irre´ductibles du support de ∆ qui sont affecte´es de la multiplicite´ +∞.
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5. Si f : (X ′|∆′) → (X|∆) est un morphisme orbifolde divisible
bime´romorphe, alors le reveˆtement universel de (X ′|∆′) est de´duit de celui
de (X|∆) par le changement de base f : X ′ → X et normalisation.
De´monstration : Le reveˆtement universel est donc obtenu en
conside´rant le sous groupe K. L’assertion 1 est e´vidente, d’apre`s les
de´finitions. L’isomorphisme au niveau des pi1 re´sulte de ce que les groupes K
coincident pour ∆ et sa re´gularisation. L’assertion 3 est e´vidente. L’assertion
4 re´sulte de la de´finition du groupe K associe´ a` la re´gularisation de ∆, et
de ce qu’il coincide avec celui associe´ a` ∆. La proprie´te´ 5. re´sulte de ce que
les fibres des deux espaces coincident au-dessus de X0, de ce que l’on a un
morphisme naturel du changement de base normalise´ X ′ ×X X¯ → X¯ ′ vers
X¯ ′ au-dessus de X , et de ce que les fibres des deux espaces au-dessus de X
sont discre`tes 
Remarque 11.16 1. L’orbifolde (X|∆) et sa re´gularise´e ont donc le meˆme
pi1, mais pas ne´cessairement le meˆme reveˆtement universel si (X|∆) n’est pas
finie. Par exemple : si D est un point de P1, alors (P1|D) (resp. sa re´gularise´e
(P1|0)) a pour reveˆtement universel : (P1 −D|0) (resp. (P1|0)).
2. En ge´ne´ral, X¯ est singulier. Par exemple, si ∆ := (1 − 1
m
).(D1 +D2)
est le diviseur orbifolde sur P2, avec D1, D2 deux droites projectives distinctes
et 2 ≤ m < +∞ entier, alors pi1(P
2|∆) ∼= Zm. De plus, X¯, le reveˆtement
universel orbifolde de (P2|∆) est le coˆne sur la courbe rationnelle normale de
degre´ m dans Pm (c’est la conique plane si m = 2). Remarquons que le groupe
fondamental local de la singularite´ du reveˆtement universel est ici trivial.
Concernant le reveˆtement universel de X ∈ C, de 11.11, on de´duit :
Proposition 11.17 Soit X ∈ C, lisse et connexe. Soit γX : X → Y :=
Γ(X) sa Γ-re´duction (au sens de [Ca94]), ou re´duction de Shafarevich. Soit
(Γ(X)|∆(γX)) = [Y |∆Y ] une base orbifolde stable (au sens divisible. Voir
??), et uY : Y¯ → Y son reveˆtement universel orbifolde. On suppose que
l’on a modifie´ X et Y de telle sorte que γ soit holomorphe et nette. Donc
(Y |∆(γX)) = [Y |∆Y ].
D’apre`s 11.11, on a une suite exacte, ou` pi1(Xy)X de´signe l’image dans
pi1(X) de pi1(Xy) :
pi1(Xy)X
j∗
// pi1(X)
(γX )∗
// pi1(Y |∆Y ) // {1}
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Soit u : X¯ → X le reveˆtement Galoisien de groupe pi1(Y |∆Y ), quotient
de pi1(X) par le groupe normal fini pi1(Xy)X .
Soit X ′ = X×Y Y¯ le produit fibre´ normalise´. Alors : le morphisme naturel
X ′ → X se rele`ve en un morphisme propre et bime´romorphe β : X ′ → X¯.
De´monstration : Soit Y0 ⊂ Y l’ouvert au-dessus duquel γX est
e´quidimensionnel, et ∆(γX)) lisse. Soit Y¯0 son image re´ciproque dans Y¯ . Soit
X0 := γ
−1
X (Y0). Puisque γX est suppose´e nette, pi1(X0)
∼= pi1(X). Il nous suffit
de voir que, au-dessus de Y0, l’application naturelle X
′ → X est e´tale. Soit
(Y |∆′Y ) l’orbifolde ge´ome´trique re´gularise´e de (Y |∆Y ). Donc ∆
′
Y divise ∆Y ,
et (Y |∆′Y ) a le meˆme pi1 et le meˆme reveˆtement universel que (Y |∆Y ). Puisque
∆′Y divise ∆Y , un calcul local direct montre alors que la normalisation de
X ×Y Y¯ est e´tale au-dessus de X0. (En effet, chaque composante de chaque
fibre de γX au-dessus de Y0 a une multiplicite´ multiple de la multiplicite´ de
∆′Y au point image par γX de cette fibre) 
11.4 Groupe fondamental d’une sous-orbifolde.
Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique entie`re et lisse, X compacte et
connexe. Soit V ⊂ X une sous-varie´te´ complexe ferme´e et irre´ductible ,
non-contenue dans le support de ∆. Soit X∗ := X − Supp(∆), et V ∗ :=
V − (Supp(∆) ∩ V ). Soit ν : Vˆ → V la normalisation, et j : Vˆ → X la
compose´e de ν avec l’inclusion de V dans X . On note encore j∗ : Vˆ ∗ :=
ν−1(V ∗) → X∗ la restriction de j. On a donc un morphisme naturel de
groupes jˆ∗ : pi1(Vˆ ∗) → pi1(X|∆), compose´ de j∗∗ : pi1(Vˆ
∗) → pi1(X∗) avec la
projection : pi1(X
∗) → pi1(X|∆). On notera pi1(V )(X|∆) ⊂ pi1(X|∆) l’image
de jˆ∗.
Remarque 11.18 On peut choisir pour X∗ tout ouvert de Zariski contenant
le comple´mentaire de Supp(∆) sans changer la de´finition de pi1(V )(X|∆).
Soit u := u(X|∆) : X¯ → X le reveˆtement universel, et V¯ ⊂ X¯ une compo-
sante irre´ductible de u−1(V ). Soit GV¯ ⊂ pi1(X|∆) le sous-groupe stabilisant
globalement V¯ : ce groupe est de´fini a` conjugaison pre`s dans pi1(X|∆), et on
ve´rifie aise´ment qu’il coincide (a` conjugaison pre`s) avec pi1(V )(X|∆).
On a donc la :
Proposition 11.19 Si (X|∆) est finie, pi1(V )(X|∆) est un groupe fini si et
seulement si toute composante irre´ductible V¯ de u−1(V ) est compacte.
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Dans le cas ge´ne´ral : pi1(V )(X|∆) est un groupe fini si et seulement si
toute composante irre´ductible V¯ de u−1(V ) est u-propre sur V − ∆∞, en
notant ∆∞ la re´union des composantes irre´ductible de Supp(∆) affecte´es de
la multiplicite´ +∞
On notera j′ : (V ′|∆V ′) → (X|∆) une restriction de ∆ a` V , au sens de
2.34, dans la cate´gorie Georbdiv.
Soit j′∗ : pi1(V
′|∆V ′) → pi1(X|∆) le morphisme naturel, et pi1(V ′)(X|∆) ⊂
pi1(X|∆) son image. Cette image est de´finie seulement a` conjugaison pre`s
dans pi1(X|∆), et de plus, de´pend a priori du choix de (V
′|∆V ′). Cependant :
Proposition 11.20 pi1(V
′)(X|∆) = pi1(V )(X|∆) (a` conjugaison pre`s dans
pi1(X|∆))
De´monstration : On a une application naturelle, commutant avec jˆ∗ et
j′∗, holomorphe propre et a` fibres connexes v : V ′∗ := j′−1(V ∗) → Vˆ ∗. Donc
v∗ est une surjection au niveau des groupes fondamentaux. Les images dans
pi1(X
∗), et a fortiori dans pi1(X|∆), de pi1(V ′∗) et pi1(Vˆ ∗) coincident donc 
The´ore`me 11.21 Soit g : (Y |∆Y ) → (X|∆) un morphisme orbifolde
bime´romorphe divisible entre orbifoldes lisses, et entie`res . Soit V ⊂ X une
sous-varie´te´ irre´ductible, et W ⊂ Y sa transforme´e stricte par g. On suppose
que V (resp. W ) n’est pas contenue dans Supp(∆) (resp. Supp(∆Y )). Alors
g∗(pi1(W(Y |∆Y )) ∼= (pi1(V(X|∆)).
De´monstration : L’assertion re´sulte du diagramme commutatif suivant,
de´duit des applications naturelles dans ce contexte :
pi1(Wˆ
∗)
jˆ∗
//
(gW )∗

pi1(Y
∗)
g∗

//

pi1(Y |∆Y )
∼=

pi1(Vˆ
∗)
jˆ∗
// pi1(X
∗) // pi1(X|∆)
Observer que les fle`ches verticales sont surjectives. On a (e´ventuellement)
restreint X∗ de telle sorte que g−1(X∗) contienne Y ∗ (cf. remarque 11.18) 
Exemple 11.22 Soit R ⊂ (X|∆) une courbe rationnelle orbifolde. Alors
pi1(R)(X|∆) est un groupe fini. En effet, si R admet une restriction divi-
sible (R′|∆R′) de ∆ qui est une courbe rationnelle orbifolde, c’est imme´diat,
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puisque l’on a un morphisme orbifolde (R′|∆R′)→ (X|∆) qui induit un mor-
phisme au niveau des groupes fondamentaux, et que le reveˆtement universel
de (R′|∆R′) est isomorphe a` (P1|∆′), avec ∆′ vide ou supporte´e par un seul
point.
De plus, si g : (Y |∆Y ) → (X|∆) est comme dans 11.21, et si S ⊂ Y
est la transforme´e stricte de R, alors pi1(S)(Y |∆Y ) est fini. Remarquer que, en
ge´ne´ral, S n’est pas une courbe rationnelle orbifolde, et que si (S ′|∆S′) est
une restriction de ∆Y a` S, alors pi1(S
′|∆S′) peut-eˆtre infini (commensurable
a` un groupe de surface de genre g ≥ 2 arbitrairement grand), de sorte que
l’argument pre´ce´dent ne peut eˆtre applique´.
11.5 Γ-re´duction (ou re´duction de Shafarevich) orbi-
folde.
Nous e´tendons partiellement au cadre orbifolde ge´ome´trique certains
re´sultats de [Ca94] : la Γ-re´duction de [Ca94] (voir aussi [Ko93] dans le cas
projectif).
The´ore`me 11.23 [Cla08]Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse,
entie`re et finie, avec X ∈ C. Il existe une unique fibration me´romorphe
presque holomorphe g : X 99K Y telle que :
1. Pour y ∈ Y ge´ne´rique, pi1(Xy)(X|∆) est fini.
2. Pour y ∈ Y ge´ne´ral, si V ⊂ X est Zariski-ferme´ irre´ductible tel que
V rencontre Xy, mais n’est pas contenu dans Supp(∆), et si pi1(V )(X|∆) est
fini, alors V ⊂ Xy.
La fibration g est appele´e la Γ-re´duction (ou re´duction de Shafarevich)
de (X|∆). On la note : γ(X|∆) : (X|∆) → Γ(X|∆). La dimension dim(Y )
de la base de cette re´duction est appele´e la Γ-dimension de (X|∆), note´e
γd(X|∆).
On dit que (X|∆) est de pi1-type ge´ne´ral si dim(Y ) = dim(X) ci-dessus.
De´monstration : Elle est analogue a` celle de [94]. On construit l’appli-
cation de manie`re pi1(X|∆)-e´quivariante au niveau de X¯ , en conside´rant le
quotient me´romorphe de X¯ (qui est normal) par la relation d’e´quivalence en-
gendre´e par les familles couvrantes de sous-espaces analytiques compacts de
X¯ . Le seul point nouveau est la necessite´, pour e´valuer le volume des cycles
analytiques compacts de X¯ , de construire une forme de Ka¨hler e´quivariante
sur X¯, releve´e d’une forme de Ka¨hler orbifolde (a` poˆles ade´quats) sur (X|∆).
132
Voir [Cla08] pour les de´tails. On obtient alors γ(X|∆) par passage au quotient
par pi1(X|∆) 
Remarque 11.24 Lorsque l’orbifolde (X|∆) ci-dessus n’est plus finie (par
exemple : “logarithmique”), la conclusion pre´ce´dente tombe en de´faut : l’ap-
plication γ(X|∆) n’est pas presque-holomorphe en ge´ne´ral, et ses fibres ne sont
pas toujours les images des cycles compacts maximaux “ge´ne´raux” de X¯. Ces
phe´nome`nes sont illustre´s par l’exemple de´ja` conside´re´ de (P2|D), D e´tant
le diviseur re´duit constitue´ de deux droites distinctes d’intersection a ∈ P2.
Dans ce cas, on a bien une (unique) application γ : (P2|D) → P1 jouissant
des proprie´te´s ci-dessus, dont les fibres sont les droites passant par a. Ce
phe´nome`ne est e´videmment duˆ au fait que cette orbifolde a, au point a, une
singularite´ log-canonique mais non klt. On peut tre`s certainement construire
aussi (un peu diffe´remment) une Γ-re´duction pour les orbifoldes lisses et
entie`res non-finies si X ∈ C en conside´rant les familles couvrantes de cycles
V de X dont les composantes irre´ductibles de l’image inverse dans X¯ sont
propres sur (V − (Supp(∆) ∩ V )) (voir proposition 11.19).
Corollaire 11.25 Soit (X|∆)div une orbifolde ge´ome´trique lisse rationnel-
lement engendre´e (ie : REdiv). Alors pi1(X|∆) est fini.
De´monstration : Puisque (X|∆) est une tour de fibrations
me´romorphes49 a` fibres orbifoldes RCC, il suffit , par 5.73 et 5.72, de montrer
le re´sultat lorsque (X|∆) est RCC. Puisque deux points ge´ne´riques de X sont
alors joints par une chaine connexe de courbes orbifoldes dont les groupes
fondamentaux sont finis, l’assertion re´sulte de 11.23 de l’exemple 11.22, et
du crucial 11.21 50 (qui nous dispense de savoir que la connexite´ rationnelle
est pre´serve´e par e´quivalence bime´romorphe orbifolde) 
Rappelons ([Ca98]) :
Definition 11.26 Une classe G de groupes est dite stable si :
1. Tout groupe isomorphe a` G ∈ G est dans G.
2. Tout quotient, tout sous-groupe d’indice fini de G ∈ G est dans G.
3. Tout extension de deux groupes de G est dans G.
49Les bases orbifoldes sont donc conside´re´es ici dans Georbdiv.
50On pourrait invoquer aussi 2.41.
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Les exemples les plus simples sont les classes des groupes finis, vir-
tuellement (ou presque) abe´liens, virtuellement polycycliques, virtuellement
re´solubles. La classe des groupes virtuellement nilpotents n’est pas stable.
Corollaire 11.27 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, entie`re et fi-
nie, avec X ∈ C connexe. Soit G une classe stable de groupes. Si deux points
ge´ne´riques de X peuvent eˆtre joints par une chaine connexe de sous-varie´te´s
(analytiques ferme´es irre´ductibles) V ⊂ X, non contenues dans Supp(∆), et
telles que pi1(V )(X|∆) ∈ G, alors pi1(X|∆) ∈ G.
De´monstration : Lorsque G est la classe des groupes finis, c’est une
conse´quence imme´diate de 11.23. En ge´ne´ral, on conside`re le sous-ensemble
A ∈ C(X) constitue´ des a tels que pi1(Za|∆Za)(X|∆) ∈ G. Il s’agit de montrer
que cet ensemble est Z-re´gulier et stable. Les arguments sont les meˆmes que
ceux de la de´monstration de 11.23 51, et sont expose´s dans [Ca98] et [Ca04]
auxquels nous renvoyons 
Remarque 11.28 Un re´sultat similaire est certainement vrai aussi lorsque
(X|∆) n’est pas finie. L’e´nonce´ et la de´monstration ne´cessitent cependant
des modifications.
11.6 Finitude re´siduelle et crite`re d’abe´lianite´.
De 11.15 on de´duit :
Corollaire 11.29 1. Il existe un reveˆtement ramifie´ (Galoisien) fini g : X¯ →
X qui ramifie en ∆ (exactement) si et seulement s’il existe un sous-groupe
(normal) G′ d’indice fini G de pi1(X|∆) ne contenant, pour chaque j ∈ J ,
aucun des e´le´ments gkj , pour 0 < k < mj. Cette condition est satisfaite, en
particulier, si pi1(X|∆) est re´siduellement fini.
2. S’il existe un reveˆtement ramifie´ (Galoisien) fini g : X¯ → X qui ramifie
en ∆ (exactement), alors la comple´tion au-dessus de A ⊂ X du reveˆtement
universel (au sens usuel) de X¯0 est le reveˆtement universel de (X|∆).
De´monstration : 1. Soit G′ < G un tel groupe, et G′∗ < pi1(X∗) son
image re´ciproque. Elle de´finit un reveˆtement e´tale fini X ′∗ de X∗. Le groupe
51Il suffit, dans la premie`re (resp. dernie`re) ligne, de remplacer : “pi1(V )(X|∆) fini” par :
“pi1(V )(X|∆) ∈ G” (resp. “N,Q finis” par : “N,Q ∈ G”)
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G′∗ contient K, et de´finit donc un reveˆtement ramifiant en au plus ∆. Il
ramifie en ∆ exactement, puisque, par hypothe`se, les lacets gnj ne sont pas
dans G′ si nj est un diviseur strict de mj .
Si pi1(X|∆) est re´siduellement fini, un tel sous-groupe existe (par
de´finition).
2. Le reveˆtement universel de X¯0 satisfait alors les conditions de 11.15
caracte´risant le reveˆtement universel de l’orbifolde ge´ome´trique (X|∆) 
Remarque 11.30 1. Dans la situation de 11.29, si σ : X˜ → X¯ est une
re´solution des singularite´s (quotient) de X¯, comme ci-dessus, alors l’in-
clusion de X¯0 ⊂ X˜ induit un morphisme : j∗ : pi1(X¯0) → pi1(X˜) sur-
jectif, mais de noyau infini, en ge´ne´ral, comme le montre l’exemple (clas-
sique) suivant : E une courbe elliptique, (−1) l’involution usuelle sur E,
(X|∆) = ((P1 × P1)|∆) le quotient de E × E par le sous-groupe a` quatre
e´le´ments engendre´ par les deux involution agissant sur chacun des facteurs.
On choisit pour X¯ la surface de Kummer quotient de E × E par l’action
diagonale des involutions. Ne´ammoins, lorsque les groupes fondamentaux lo-
caux des singularite´s de X¯ sont triviaux, ce morphisme j∗ est bijectif. Nous
exploiterons ce fait dans 11.31 ci-dessous.
The´ore`me 11.31 Soit (X|∆) lisse, avec X complexe, compacte et connexe.
Si pi1(X|∆) est re´siduellement fini, il existe un reveˆtement fini Galoisien
ramifie´ en ∆ (exactement) g : X¯ → (X|∆) tel que pi1(X¯
0) → pi1(X¯) soit
bijectif, et pi1(X˜) est un sous-goupe d’indice fini de pi1(X|∆), si σ : X˜ → X¯
est une re´solution des singularite´s (quotient) de X¯.
De´monstration : On peut naturellement stratifier Supp(∆) comme
re´union disjointe d’un nombre fini de sous-varie´te´s lisses Vj, localement
ferme´es. A chacune des Vj est attache´ un sous-groupe fini abe´lien Gj de
pi1(X|∆), bien de´fini a` conjugaison pre`s seulement, et e´gal au groupe fon-
damental local de (X|∆) en un point quelconque de Vj. Le groupe pi1(X|∆)
e´tant suppose´ re´siduellement fini, il admet un sous-groupe normal d’indice
fini qui ne rencontre qu’en {1} chacun des Gj . Le reveˆtement associe´ a` un
tel sous-groupe satisfait les conditions e´nonce´es, puisque les groupes fon-
damentaux locaux deviennent tous triviaux sur un tel reveˆtement, donc
pi1(X¯0) = pi1(X¯) 
The´ore`me 11.32 Soit (X|∆) lisse, entie`re, finie, et Fano, avec X projec-
tive. Si pi1(X|∆) est re´siduellement fini, alors il est fini
52
52On conjecture en 12.10 que l’hypothe`se de finitude re´siduelle est superflue.
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De´monstration : Soit ∆¯ la re´gularisation de ∆ au sens de 11.15. Il existe
donc un reveˆtement orbifolde e´tale fini g : X ′ → (X|∆¯), puisque pi1(X|∆) =
pi1(X|∆¯) est re´siduellement fini. Puisque ∆¯ divise ∆, et que la paire (X|∆)
est klt, la paire (X ′|0) est aussi klt (en fait, X ′ n’a que des singularite´s
quotient). De plus, X ′ est “faiblement Fano”, puisque K ′X = g
∗(KX +∆′) =
g∗(KX+∆)−g∗(∆”), avec ∆” := ∆−∆¯. Donc −(KX+∆¯) = −(KX+∆)+∆”
est somme d’un Q-ample, et d’un ∆” tel que la paire (X|∆”) soit aussi klt.
Le re´sultat de [Tak00] s’applique donc, et montre que X ′ est simplement
connexe. Mais le reveˆtement universel de X ′ (e´gal a` X ′, donc) est aussi celui
de (X|∆) et de (X|∆¯). Donc pi1(X|∆) est fini 
Remarque 11.33 Le re´sultat pre´ce´dent peut eˆtre affine´ au cas d’orbifoldes
Fano klt. Il semble que la the´orie L2 puisse eˆtre adapte´e au cas orbifolde pour
e´liminer l’hypthe`se de finitude re´siduelle
On a enfin l’extension suivante au cadre orbifolde ge´ome´trique de [Delz06]
sur les quotients re´solubles des groupes de Ka¨hler53 :
The´ore`me 11.34 [Ca09] Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse,
entie`re et finie, avec X ∈ C, connexe. Alors :
1. pi1(X|∆) a un groupe quotient re´soluble, mais non virtuellement nil-
potent, si et seulement si l’ un des reveˆtements orbifolde e´tales finis de (X|∆)
admet une fibration sur une courbe de genre g ≥ 2 .
2. Si pi1(X|∆) est re´soluble, alors pi1(X|∆) est presque nilpotent.
3. Si (X|∆) est spe´ciale, tout quotient re´soluble de pi1(X|∆) est presque
abe´lien ; si pi1(X|∆) est line´aire (ie : plongeable dans un Gl(N,C)), alors
pi1(X|∆) est presque abe´lien.
The´ore`me 11.35 54 Soit X ∈ C telle que, pour tout reveˆtement fini e´tale
X ′ de X, l’application d’Albanese de X ′ soit surjective. Alors tout groupe
quotient G de pi1(X) qui est re´soluble est presque abe´lien.
En particulier, si X est spe´ciale, tout quotient re´soluble de pi1(X) est
presque abe´lien.
De´monstration : Il re´sulte de [Delz06] que G est presque nilpotent
(sinon un reveˆtement e´tale fini de X fibre sur une courbe de genre 2 ou
plus, contredisant l’hypothe`se sur l’application d’Albanese). Il re´sulte alors
de [Ca95] que G est presque abe´lien 
53Si pi1(X |∆) est re´siduellement fini, on peut de´duire directement 11.34.2-3 de [De06].
54Cet e´nonce´ est inspire´ par une discussion avec K. Yamanoi.
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12 CONJECTURES
Les conjectures qui suivent sont motive´es par le lemme de de´vissage 10.12
dans le cas des orbifoldes ge´ome´triques spe´ciales, et par des conjectures stan-
dard dans le cas des varie´te´s (lisses) avec κ = 0 ou κ+ = −∞ (conjectura-
lement rationnellement connexes). D’autres sont des versions orbifoldes de
celles de S. Lang (voir [La86]) concernant l’arithme´tique et l’hyperbolicite´
des varie´te´s de type ge´ne´ral. Ces conjectures orbifoldes semblent eˆtre des in-
terme´diaires incontournables pour atteindre les proprie´te´s conjecturales des
varie´te´s spe´ciales (sans structure orbifolde), puis des varie´te´s arbitraires, a`
l’aide du “coeur”.
Nous ne cherchons pas a` e´tablir une liste (pourtant limite´e) des cas
connus.
12.1 Stabilite´ par de´formation et spe´cialisation
Definition 12.1 Soit 0 ∈ S un espace analytique connexe pointe´, et (X|∆)
une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec X ∈ C. Une de´formation de (X|∆)
parame´tre´e par S est une orbifolde ge´ome´trique lisse (X |D) munie d’une
submersion surjective propre et connexe f : X → S dont toutes les fibres
sont dans C, et telle que :
1. Si D=
∑
j(1−
1
mj
).Dj, alors chacune des Dj est lisse, et la restriction
de f a` Dj est submersive.
2. (X0/D0) = (X|∆), posant : ∆s :=
∑
j(1−
1
mj
).(Dj)s, ∀s ∈ S.
Remarque 12.2 Nous imposons a` chacune des Dj d’eˆtre submersive sur S,
et non seulement lisse, a` cause de l’exemple suivant : (Xs|∆s) = (P
2|Cs), ou`
Cs est une conique re´duite (affecte´e de la multiplicite´ +∞), Cs e´tant lisse si
s 6= 0, et re´union de deux droites distinctes si s = 0. Dans ce cas, le quotient
κ-rationnel de (P2|Cs) est un point si s 6= 0, et P
1 si s = 0. Les conjectures
12.4.(2+4) ci-dessous ne seraient donc pas satisfaites.
Conjecture 12.3 La dimension essentielle de (X|∆) est invariante par
de´formation (ie : ∀s ∈ S, ess(Xs|∆s) = ess(X0|∆0) dans la situation
pre´ce´dente). En particulier, si (X0|∆0) est spe´ciale, ∀s ∈ S, (Xs|∆s) est
spe´ciale.
Plus pre´cise´ment : il existe une fibration me´romorphe (unique) c : X →
C au-dessus de S qui induit, pour tout s ∈ S, une fibration me´romorphe
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cs : Xs → Cs qui est le coeur de (Xs|∆s). Sur un mode`le bime´romorphe
ade´quat, la base orbifolde stable de (C/D(c,∆)) est une de´formation de celle
de (X0|∆0).
L’alge`bre essentielle A(X|∆) est aussi un invariant de de´formation. Elle
est de type fini. (Voir 9.1 et 2.14 pour sa de´finition).
Les deux dernie`res conjectures sont analogues a` l’invariance par
de´formation de l’alge`bre canonique, et a` la finitude de ses ge´ne´rateurs
([Siu01], [Pa05], [BCHM06]).
Nous allons maintenant voir que ces conjectures peuvent eˆtre re´duites,
dans une certaine mesure, par le de´vissage de §.10.5, au cas de l’invariance
par de´formation des plurigenres en version orbifolde, et au cas κ+ = −∞.
Ce de´vissage sugge´rant l’invariance par de´formation de nouveaux invariants
interme´diaires de´finissant le type (voir de´finition 10.6), et en particulier de
la longueur ν(X|∆). Le lemme 10.12 montre en effet imme´diatement que les
conjectures 12.3 re´sultent des suivantes (et de Corbn,m, ou de sa conse´quence :
l’existence du κ-quotient rationnel) :
Conjecture 12.4 1. κ(X|∆) est invariante par de´formation (ie : ∀s ∈ S,
κ(Xs|∆s) = κ(X0|∆0) dans la situation pre´ce´dente). L’alge`bre canonique
K(X|∆) est de type fini, et invariante par de´formation. (Voir 2.14 pour la
de´finition).
2. La dimension du κ-quotient rationnel r+(X|∆) de (X|∆) est un invariant
de de´formation.
3. Si κ(X|∆) ≥ 0, il existe une fibration me´romorphe (unique) µ : X →
M au-dessus de S qui induit, pour tout s ∈ S, une fibration me´romorphe
µs : Xs → Ms qui est la fibration de Moishezon-Iitaka de (Xs|∆s). Sur un
mode`le bime´romorphe ade´quat, la base orbifolde stable de (M/D(µ,∆)) est
une de´formation de celle de (X0|∆0).
4. il existe une fibration me´romorphe (unique) r : X → R au-dessus de S
qui induit, pour tout s ∈ S, une fibration me´romorphe r+s : Xs → R
+
s qui est
le κ-quotient rationnel de (Xs|∆s). Sur un mode`le bime´romorphe ade´quat, la
base orbifolde stable de (R/D(r,∆)) est une de´formation de celle de (X0|∆0).
Remarque 12.5 Les re´sultats de [Cla06] et de [BCHM06] e´tablissent res-
pectivement la stabilite´ par de´formation de K(X|∆) et le fait qu’il soit de
type fini (du moins lorsque ∆ = 0). La conjecture 5.26 implique facilement
l’invariance par de´formation du κ-quotient rationnel.
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Exemple 12.6 (Sugge´re´ par une remarque de Y. Tschinkel). Soit X ′0 le coˆne
sur une hypersurface lisse de degre´ (n+2) (donc de type ge´ne´ral) de Pn, n ≥ 2.
Il est spe´cialisation d’une famille d’hypersurfaces lisses de degre´ (n+2) (donc
spe´ciales) de Pn+1. Soit X0 le transforme´ total de X
′
0 dans l’e´clate´ de Pn+1
en le sommet de X ′0. Donc X0 a deux composantes : l’e´clate´ de X
′
0 en son
sommet, qui n’est pas spe´cial, et une seconde composante isomorphe a` Pn. Et
X0 est encore spe´cialisation de la famille pre´ce´dente de varie´te´s spe´ciales.
Observons que X0 est S-connexe (avec la de´finition 12.7 ci-dessous), bien
que l’une de ses composantes ne le soit pas.
Definition 12.7 Une orbifolde ge´ome´trique (X|∆) est dite S-connexe si
X ∈ C est de dimension pure, si ses composantes irre´ductibles sont lisses
et se coupent transversalement, si chaque composante (Xk|∆k) de (X|∆) est
lisse, et si deux points ge´ne´riques de X peuvent eˆtre joints par une chaine
connexe de sous-orbifoldes ge´ome´triques spe´ciales.
Conjecture 12.8 Toute spe´cialisation d’orbifoldes ge´ome´triques lisses
spe´ciales est S-connexe.
Cette conjecture ne semble pas pouvoir eˆtre simplement de´duite par
de´vissage des cas κ = 0 et κ+ = −∞.
Dans une autre direction :
Conjecture 12.9 γd(X|∆) est invariante par de´formation.
Le cas des familles projectives de varie´te´s de dimension 3 (sans structure
orbifolde ge´ome´trique) a e´te´ partiellement re´solu par B. Claudon [Cla07].
12.2 Groupe fondamental et reveˆtement universel
Conjecture 12.10 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse entie`re, avec
X ∈ C connexe.
1. Si (X|∆) est spe´ciale, alors pi1(X|∆) est presque abe´lien (note´ :
pi1(X|∆) ∈ A˜b, ceci signifie que ce groupe a un sous-groupe d’indice fini
abe´lien). En particulier :
2. Si κ(X|∆) = 0, alors pi1(X|∆) ∈ A˜b.
3. Si κ+(X|∆) = −∞, ou si (X|∆) est Fano, alors pi1(X|∆) est presque
abe´lien, et fini si (X|∆) est finie (voir l’exemple 11.24).
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4. Plus ge´ne´ralement, si (X|∆) est spe´ciale div (voir 7.6), alors pi1(X|∆)
est presque abe´lien.
Dans ce cas particulier, le lemme de “de´vissage” 10.12 permet de re´duire
la conjecture 12.10.(1) a` ses cas particuliers 12.10.(2) et (3).
Proposition 12.11 Supposons la conjecture Corbn,m vraie, ainsi que les
e´nonce´s (2) et (3) de la conjecture 12.10. Alors l’e´nonce´ (1) de la conjecture
12.10 est e´galement vrai.
De´monstration : Il suffit de montrer que si f : (X|∆) 99K Y est une
fibration dont la base orbifolde stable et la fibre orbifolde ge´ne´rique ont un
pi1 presque abe´lien, alors G := pi1(X|∆) ∈ A˜b aussi. Or G est extension d’un
groupe presque abe´lien de type fini par un autre groupe du meˆme type, et il
est donc polycyclique, et en particulier re´soluble line´aire, et re´siduellement
fini. Il re´sulte donc de 11.34 que G est presque presque-abe´lien 
Remarque 12.12 0. On a montre´ en 11.34 que la conjecture 12.10(1) est
vraie si pi1(X|∆) est suppose´ line´aire.
1. Le cas particulier de 12.10(3) ou` (X|∆) est Fano (ie : −K(X|∆) ample)
est peut-eˆtre accessible par les me´thodes L2, ou la construction de me´triques
orbifoldes a` courbure de Ricci positive lorsque les multiplicite´s sont finies.
(Dans le cas logarithmique, la condition (X|∆) Fano n’implique en effet pas
que : κ+(X|∆) = −∞).
2. Le cas particulier ou` K(X|∆) ≡ 0 est peut-eˆtre accessible par l’usage de
me´triques de Ka¨hler-Einstein. (Voir [Ca02] pour le cas tre`s particulier des
varie´te´s a` singularite´s quotient).
3. Lorsque (X|∆) est RE, la conjecture 12.10.(3) est vraie, par 11.25. La
conjecture 12.10.(3) est donc une conse´quence de 11.25, et de la conjecture
5.26.
Exemple 12.13 Soit (P2|∆), ou` ∆ := 2
3
.C + 1
2
.Q, C (resp. Q) e´tant une
cubique (resp. conique) lisse, C et Q se coupant transversalement.
Alors KP2 + ∆ ∼= OP2. Si u : P := P
1 × P1 → P2 est le reveˆtement
double ramifie´ le long de Q, alors C ′ := u−1(C) est lisse de bidegre´ (3, 3). Le
reveˆtement cyclique S de degre´ 3 de P ramifie´ le long de C ′ est une surface K3
(car h1(S,OS) = 0, par utilisation de suites spectrales). Donc pi1(P
2|∆) ∼= Z6
(puisque l’on peut aussi d’abord prendre le reveˆtement triple de P2 ramifie´ le
long de C). On retrouve ainsi la conclusion de 11.4 dans ce cas particulier.
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Question 12.14 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, entie`re et finie,
avec X ∈ C connexe. Existe-t-il Y ∈ C, normal et a` singularite´s terminales,
tel que :
1. pi1(Y ) et pi1(X|∆) soient commensurables (ie : admettent des sous-
groupes d’indices finis isomorphes) ?
2. les reveˆtements universels de Z et de (X|∆) soient analytiquement
isomorphes ?
Lorsque (X|∆) admet un reveˆtement e´tale fini X¯ → (X|∆) comme en
11.29, et en particulier lorsque pi1(X|∆) est re´siduellement fini, la re´ponse a`
ces deux questions est “oui”, avec Z = Y = X¯ .
12.3 Pseudome´trique de Kobayashi
On rappelle la notion de pseudome´trique de Kobayashi d’une orbifolde
ge´ome´trique (X|∆) : c’est la plus grande des pseudome´triques d : X ×X →
[0,+∞[ telles que d ≤ h∗(dD), pour tout morphisme orbifolde h : D→ (X|∆),
dD e´tant la me´trique de Poincare´ sur le disque unite´ D. On la note d(X|∆).
Conside´rant seulement les morphismes orbifoldes divisibles : D → (X|∆),
on obtient la pseudome´trique classique (ou divisible) d∗(X|∆). On a : d(X|∆) ≤
d∗(X|∆).
Conjecture 12.15 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse, avec X ∈ C,
connexe.
1. d(X|∆) est nulle si et seulement si (X|∆) est spe´ciale.
2. Si (X|∆) est de type ge´ne´ral, il existe un ouvert de Zariski dense U de
X tel que la restriction de d(X|∆) a` U × U soit une me´trique.
3. Si c : (X|∆)→ C(X|∆) est le coeur, alors d(X|∆) = c∗(d(C(X|∆)|∆(c,∆))).
Remarque 12.16
1. La conjecture (1) pre´ce´dente peut eˆtre re´duite aux cas κ = 0 et κ+ =
−∞ par de´vissage si l’on peut montrer qu’une orbifolde ge´ome´trique munie
d’une fibration a une pseudome´trique de Kobayashi nulle s’il en est de meˆme
pour sa base et ses fibres orbifoldes.
2. L’assertion (2) est une version orbifolde de la conjecture hyperbolique
de S. Lang.
3. L’assertion (3) signifie qu’il n’y a pas d’obstruction globale au
rele`vement a` (X|∆) des morphismes orbifoldes h : D → (C(X|∆)|∆(c,∆)),
base orbifolde du coeur.
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4. La conjecture 12.15(1) est e´tablie pour les courbes dans [C-W05], ou`
l’on montre aussi que le lemme de Brody reste valable en version orbifolde
ge´ome´trique.Dans [C-P 05], une version orbifolde des the´ore`mes d’hyperboli-
cite´ de Bogomolov et McQuillan est e´tablie pour certaines surfaces orbifoldes
avec (c21 − c2) > 0. Voir [R 08] pour de nombreux comple´ments inte´ressants
et ame´liorations sur ce sujet.
On peut tenter de relier l’annulation de la pseudome´trique de Kobayashi
orbifolde a` l’existence de courbes entie`res orbifoldes.
Conjecture 12.17 Soit (X|∆) une orbifolde lisse, avec X ∈ C. On a
e´quivalence entre les proprie´te´s suivantes :
1. (X|∆) est spe´ciale.
2. d(X|∆) ≡ 0.
3. Il existe une ∆div-courbe entie`re (ie : un morphisme h : C→ (X|∆)div)
dont l’image est Zariski-dense dans X.
4. Il existe une ∆div-courbe entie`re dont l’image est dense (pour la topo-
logie analytique) dans X.
5. Tout sous-ensemble fini de X est contenu dans une ∆div-courbe entie`re
dont l’image est dense dans X.
Exemple 12.18
1. Soit X une varie´te´ quasi-projective lisse, et X = (X − D) une com-
pactification de X lisse telle que D soit un diviseur a` croisements normaux
de X. On dit que X est spe´ciale si (X|D) est spe´ciale. Cette de´finition ne
de´pend pas de la compactification choisie. La conjecture pre´cedente affirme
donc en particulier que X est spe´ciale si et seulement si elle contient une
courbe entie`re (au sens usuel) Zariski-dense.
2. Un re´cent (Novembre 2008) preprint de J. Winkelmann caracte´rise les
surfaces quasi-projectives X dont l’application quasi-Albanese a une image
de dimension 2, et qui contiennent une courbe entie`re Zariski-dense. Sa ca-
racte´risation semble coincider dans ce cas avec le fait d’eˆtre spe´ciale, et donc
fournir pour cette classe de surfaces une solution (positive) de la conjecture
pre´ce´dente.
3. Si (X|∆) lisse, entie`re, avec X ∈ C contient une ∆div-courbe entie`re
Zariski-dense, elle est d’apre`s la conjecture pre´ce´dente, spe´ciale, et son
groupe fondamental est donc presque-abe´lien. En particulier, une varie´te´
142
quasi-projective contenant une courbe entie`re (au sens usuel) Zariski-dense
a un groupe fondamental presque-abe´lien.
12.4 Points rationnels : corps de fonctions
Soit B une courbe projective complexe lisse et connexe, et kB := C(B) le
corps de ses fonctions me´romorphes. Soit f : X → B une application holo-
morphe surjective et connexe, X e´tant une varie´te´ projective complexe lisse
(et connexe, donc). Pour b ∈ B, on note Xb la fibre sche´matique de f au-
dessus de b. On suppose X muni d’une structure d’orbifolde ge´ome´trique
lisse (X|∆) qui induit, pour b ∈ B ge´ne´rique, une structure d’orbifolde
ge´ome´trique lisse (Xb|∆b) = (X|∆)b sur Xb. On dira simplement que (X|∆)
est une orbifolde ge´ome´trique lisse de´finie sur kB. On dira que (X|∆) est
spe´ciale (resp. de type ge´ne´ral, etc...) s’il en est de meˆme pour (Xb|∆b), pour
b ∈ B ge´ne´ral. Voir [Ca 01] pour plus de de´tails.
Un point kB-rationnel s de X sur kB est une section s : B → X de f . On
note X(kB) l’ensemble de ces points. (Cet ensemble est essentiellement un
invariant birationnel de (X, f) : si (X ′, f ′) est un second mode`le birationnel
de f ,X(kB) etX
′(kB) coincident sur un ouvert de Zariski non vide commun).
Soit S ⊂ B un sous-ensemble fini au dessus du comple´mentaire duquel
(X|∆) a bonne re´duction, c’est-a`-dire est tel que (Xb|∆b) est lisse si b /∈ S.
Si ∆ =
∑
j∈J(1 −
1
mj
)Dj, si s ∈ X(kB), si b /∈ S, et si j ∈ J , on note
(s.Dj)b l’ordre de contact en s(b) de s(B) avec Dj . C’est un entier positif (ou
nul).
On de´finit alors (X|∆)(kB, S) comme le sous-ensemble des s ∈ X(kB) tels
que ∀j, b /∈ S, on ait : (s.Dj)b ≥ mj si (s.Dj)b ≥ 1. Autrement dit : l’ordre de
contact doit eˆtre au moins e´gal a` mj si s(b) ∈ Dj, ceci pour tous j ∈ J, b /∈ S.
On note (X|∆)(kB) la re´union des (X|∆)(kB, S
′), lorsque S ′ ⊂ B est finie,
de comple´mentaire de bonne re´duction au sens pre´ce´dent. Cet ensemble est
essentiellement un invariant birationnel de ((X|∆), f).
On peut de´finir ces notions en version classique : (X|∆)∗(kB, S) est alors le
sous-ensemble des s ∈ X(kB) tels que ∀j, b /∈ S, on ait : (s.Dj)b est divisible
par mj . On a, bien suˆr : (X|∆)
∗(kB, S) ⊂ (X|∆)(kB, S).
Les extensions finies de corps k′/k correspondent bijectivement aux mor-
phismes finis B′ → B, B′ courbe projective lisse et connexe, posant : k′ = kB′ .
Un morphisme f : (X|∆)→ B comme ci-dessus de´finit alors par changement
de base (et de´singularisation) un morphisme f ′ : (X ′|∆′) → B′, et des in-
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clusions (X|∆)(kB, S) ⊂ (X|∆)(kB′, S
′), avec S ′ image inverse de S dans
B′.
Si g : (X|∆) → (Y |∆Y ) est un morphisme orbifolde au-dessus de B, il
induit naturellement une application f : (X|∆)(kB, S)→ (Y |∆Y )(kB, S), ∀S.
Si f est un morphisme orbifolde divisible (ou classique), il induit de meˆme
une application f : (X|∆)∗(kB, S)→ (Y |∆Y )∗(kB, S).
On dit que f : (Y |∆Y ) → B est isotrivial s’il existe B
′ → B fini, et
(F |∆F ) une orbifolde ge´ome´trique lisse telle que (Y |∆Y )×BB
′ soit birationnel
au-dessus de B′ a` (F |∆F )×B′.
On dit que (X|∆) n’a pas de quotient isotrivial (sur kB) s’il n’existe pas de
morphisme orbifolde me´romorphe g : (X|∆) 99K (Y |∆Y )dominant au-dessus
de B tel que (Y |∆Y ) soit isotrivial.
Conjecture 12.19 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse de´finie sur
kB, et sans quotient isotrivial.
1. (X|∆) est spe´ciale si et seulement s’il existe une extension finie kB′/kB
telle que (X|∆)(kB′) soit Zariski dense (ie : tel que la re´union des s(B), s ∈
(X|∆)(kB′) soit Zariski dense dans XB′).
2. (X|∆) est de type ge´ne´ral si et seulement s’il existe un ouvert de Zariski
dense U de X tel que, pour toute extension finie kB′/kB, l’ensemble des
s ∈ (X|∆)(kB′) tels que s(B
′) rencontre U soit fini.
Remarque 12.20
1. La conjecture 12.19.2. est la version orbifolde de la conjecture corps de
fonctions de Bombieri-Lang.
2. Le coeur montre que si (X|∆) n’est pas spe´ciale, et si 12.19.2. est vraie,
alors (X|∆)(kB′) n’est Zariski dense pour aucune extension finie kB′/kB, ce
qui e´tablit 12.19.1. dans ce cas. Plus pre´cise´ment, si 12.19.2. est vraie, alors
(c(X|∆)(X|∆)(k′)) ∩ U est fini, pour toute extension finie kB′/kB, et pour un
ouvert de Zariski non vide U de C(X|∆).
3. La densite´ potentielle des orbifoldes ge´ome´triques lisses spe´ciales peut
eˆtre conjecturalement re´duite aux cas κ = 0 et κ+ = −∞ par le meˆme
“de´vissage” et sous les meˆmes hypothe`ses que dans les cas pre´ce´dents.
4. Voir [Ca 05] pour un cas particulier en dimension relative 2.
12.5 Points rationnels : arithme´tique
Ce cas est analogue au pre´ce´dent (aux questions usuelles d’isotrivialite´
pre`s). On renvoie a` [Abr06] en particulier pour une pre´sentation et une dis-
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cussion de´taille´e des notions pre´sente´es ici.
Si X,∆ =
∑
j∈J(1 −
1
mj
).Dj sont de´finis sur un corps de nombres k, X
lisse et Supp(∆) a` croisements normaux, et si X , D=
∑
j∈J(1−
1
mj
).Dj sont
des mode`les de X,Dj , ∀j de´finis et de bonne re´duction (ie : si la re´duction
de ∆ reste a` croisements normaux pour toute place v /∈ S) sur l’anneau des
entiers Ok,S, on note alors (X|∆)(Ok,S) l’ensemble des points Ok,S-inte´graux
x ∈ X(Ok,S) tels que pour toute place v /∈ S de Ok, et tout j ∈ J , le nombre
d’intersection arithme´tique (x.Dj)v de x avec Dj en v est : soit nul, soit
supe´rieur ou e´gal a` mj .
Pour tout k, S fixe´s, les points inte´graux de (X/∆) sont essentiellement
inde´pendants des mode`les choisis : deux mode`les e´tant choisis, ces points
inte´graux coincident sur un ouvert de Zariski non vide (“commun”) de X .
On peut introduire la notion plus restrictive de points inte´graux clas-
siques en imposant la condition que les nombres d’intersection arithme´tiques
(x.Dj)v soient divisibles par mj . Voir [DG98] dans le cas des courbes pour
les multiplicite´s “classiques”, et [Ca05] pour les diffe´rences et motivations.
On notera (X|∆)∗(Ok,S) l’ensemble de ces points inte´graux “classiques”. On
a e´videmment (pour un mode`le fixe´) : (X|∆)∗(Ok,S) ⊂ (X|∆)(Ok,S).
Si f : (X|∆)→ (Y |∆′) est un morphisme orbifolde de´fini sur k, il induit
une application naturelle f : (X|∆)(Ok,S) → (Y |∆
′)(Ok,S), sur des mode`les
sur lesquels f est de´fini. Si ce morphisme est un morphisme orbifolde divisible,
il induit aussi une application f : (X|∆)∗(Ok,S)→ (Y |∆′)∗(Ok,S).
Conjecture 12.21 Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse de´finie sur
k, un corps de nombres 55. On suppose fixe´ un mode`le de´fini sur Ok,S comme
ci-dessus.
1. (X|∆) est spe´ciale si et seulement s’il existe une extension finie k′/k
telle que (X|∆)(k′) soit Zariski dense pour un, et donc tout mode`le. (“Densite´
potentielle”).
2. (X|∆) est de type ge´ne´ral si et seulement s’il existe un ouvert de Zariski
dense U ⊂ X tel que, pour toute extension finie k′/k, (X|∆)(k′)∩U soit fini
pour un, et donc tout mode`le.
On peut formuler ces deux conjectures a` la fois pour les points inte´graux
“classiques” et “non-classiques”. La premie`re (resp. la seconde) est plus forte
en version “classique” (resp. “non-classique”).
55On pourrait formuler cette conjecture, plus ge´ne´ralement, pour k de type fini sur Q.
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Remarque 12.22
1. La conjecture 12.21.2. n’est qu’une version orbifolde ge´ome´trique de la
conjecture arithme´tique de Bombieri-Lang. Remarquons que cette conjecture
est ouverte meˆme pour les courbes, pour lesquelles elle re´sulte cependant de
la conjecture abc (voir [Ca05]). La version corps de fonctions complexes est
cependant e´tablie dans [Ca05]. La version “classique” peut eˆtre cependant
de´duite du the´ore`me de Faltings (voir [DG98]).
2. Le coeur montre que si (X|∆) n’est pas spe´ciale, et si 12.21.2. est
vraie, alors (X|∆)(k′) n’est Zariski dense pour aucune extension finie k′/k,
ce qui e´tablit 12.21.1. dans ce cas. Plus pre´cise´ment, si 12.21.2. est vraie,
alors (c(X|∆)(X|∆)(k′)) ∩ U est fini, pour toute extension finie k′/k, et pour
un ouvert de Zariski non vide U de C(X|∆).
3. La densite´ potentielle des orbifoldes ge´ome´triques lisses spe´ciales peut
eˆtre conjecturalement re´duite aux cas κ = 0 et κ+ = −∞ par le meˆme
“de´vissage” que dans les cas pre´ce´dents.
12.6 Multiplicite´s “classiques” et “non-classiques”.
La conside´ration des multiplicite´s “non-classiques” (base´e sur inf et
non pgcd) est justifie´e par plusieurs raisons (voir aussi divers aspects dans
[Ca05]) :
1. La compatibilite´ exacte avec les faisceaux de diffe´rentielles syme´triques
(prop. 2.10).
2. La bijection entre faisceaux de Bogomolov sature´s et fibrations de type
ge´ne´ral (the´ore`me 8.9), plus ge´ne´ralement, l’e´galite´ entre κ(X|∆) et κ(f |∆)
(voir the´ore`me 4.3).
3. L’existence de multisections orbifoldes locales d’une fibration est as-
sure´e si la base orbifolde est de´finie avec les multiplicite´s inf , mais non avec
les multiplicite´s pgcd. Ce qui justifie la pre´servation conjecturale de certaines
proprie´te´s par “extension” orbifolde (i.e : si fibres et base orbifolde d’une
fibration la posse`dent, alors l’orbifolde ambiante aussi).
Une proprie´te´ importante des multiplicite´s pgcd qui est perdue par les
multiplicite´s inf est la compatibilite´ avec le groupe fondamental (voir 11.6).
En sens inverse, on peut attendre, parfois, un comportement similaire
pour les orbifoldes de´finies par ces deux types de multiplicite´s. On a par
exemple (question 7.6) :
Question 12.23 Est-il vrai que : (X|∆) spe´ciale div ⇐⇒ (X|∆) spe´ciale ?
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On a vu qu’une re´ponse affirmative a` 12.23 re´sulterait d’une telle re´ponse
a` la question 12.24 suivante.
Question 12.24 1. Soit (X|∆) lisse, entie`re et finie, X dans C. Soit f :
(X|∆) → Y une fibration. On suppose que les fibres orbifoldes de f sont
spe´ciales. A-t-on alors : ∆(f |∆) = ∆∗(f |∆) ? (On suppose que ∆vert = 0)
Cette proprie´te´ est satisfaite lorsque ∆ = 0 si Xy est rationnellement
connexe (∆(f) = 0), ou siXy est un tore complexe. Le premier cas non-trivial
est celui dans lequel Xy est une surface K3 et Y une courbe. Remarquons que
cette proprie´te´ est en de´faut de´ja` lorsque Xy est une courbe de type ge´ne´ral.
Remarquons enfin qu’il suffit de ve´rifier la proprie´te´ 12.24 lorsque Y est une
courbe (projective).
Si cette proprie´te´ de 12.24 est satisfaite, et si c : (X|∆) → C est le
“coeur” d’une orbifolde lisse (X|∆), avec X ∈ C, alors pi1(X|∆) est extension
de pi1(F ) (conjecturalement presque abe´lien) par pi1(B), si F (resp. B) est la
fibre orbifolde ge´ne´rique (resp la base orbifolde) de c.
Une question apparente´e a` 12.24 est la conjecture 12.21, qui affirme
l’e´quivalence quantitative des ensembles de points entiers“classiques” et
“non-classiques”. De manie`re analogue, la conjecture 5.26 et la question 5.80
postulent l’e´quivalence quantitative des ensembles de courbes ∆-rationnelles
“divisibles” et “non-divisibles”.
12.7 Formes diffe´rentielles
Soit (X|∆) une orbifolde ge´ome´trique lisse avec X ∈ C.
Soit q ≥ 0 un entier, et Ωq(X|∆) := ⊕N≥0H0(X,SNq ) l’alge`bre des q-
formes diffe´rentielles syme´triques sur (X|∆).
Pour x ∈ X, x /∈ Supp(∆), on a une application naturelle d’e´valuation en
x : evqx : Ω
q(X|∆)→ ⊕N≥0SymN(Ω
q
X,x).
Conjecture 12.25
1. Si κ+(X|∆) = −∞, alors Ω
q(X|∆) = C, ∀q ≥ 0.
2. Si κ(X|∆) = 0, alors evqx est injective pour x ∈ X ge´ne´rique.
Remarque 12.26
0. La conjecture pre´ce´dente entraine en particulier que : si L ⊂ ΩpX , p > 0,
on a : κ((X|∆), L) ≤ 0 si κ(X|∆) = 0, et : κ((X|∆), L) = −∞ si κ+(X|∆) =
−∞.
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1. La conjecture 12.25.1 est vraie pour les varie´te´s rationnellement
connexes (avec ∆ = 0). Elle l’est aussi pour les orbifoldes rationnellement
connexes (au sens orbifolde). Elle doit pouvoir eˆtre e´tablie au moins dans
le cas des multiplicite´s entie`res et finies a` l’aide de me´triques orbifoldes a`
courbure de Ricci positive.
2. La conjecture 12.25.2 est vraie pour les varie´te´s Ka¨hle´riennes com-
pactes avec c1(X) = 0 (et ∆ = 0), par la solution de la conjecture de Calabi
sur l’existence de me´triques de Ka¨hler Ricci-plates et le paralle´lisme des q-
formes syme´triques qui en re´sulte. La conjecture de K. Ueno (h0(X,ΩqX) ≤
n!
q!(n−q)! si κ(X) = 0, avec n := dim(X)) est un cas particulier de 12.25. Elle
doit pouvoir eˆtre e´tablie au moins dans le cas des orbifoldes ge´ome´trique a`
multiplicite´s entie`res et finies a` l’aide de me´triques orbifoldes a` courbure de
Ricci nulle.
3. Une conjecture sur l’alge`bre Ωq(X|∆) lorsque (X|∆) est spe´ciale semble
plus difficile a` formuler, le de´vissage expose´ au §10.5 ne fournissant pas de
structure simple apparente, meˆme en admettant 12.25.
12.8 Familles de varie´te´s canoniquement polarise´es.
De fac¸on vague, il est conjecture´ que “l’espace des modules fin” des
varie´te´s de type ge´ne´ral a des composantes irre´ductibles qui sont elles-meˆmes
de type ge´ne´ral.
Dans le cas des varie´te´s a` fibre´ canonique ample (dont les courbes de
genre g ≥ 2 fournissent l’exemple classique), on va pre´senter des re´sultats
et une conjecture plus pre´cise, dont le cadre naturel semble eˆtre justement
les notions d’orbifoldes ge´ome´triques logarithmiques spe´ciales et de “coeur”
de´veloppe´es dans le pre´sent texte.
Soit g : V → B un morphisme projectif, submersif et a` fibres connexes
de V , lisse, sur une base B quasi-projective connexe. On supposera que B =
B¯−D, ou` B¯ est projective lisse, et D un diviseur a` croisements normaux de
B¯. Donc B n’est autre que l’orbifolde ge´ome´trique logarithmique (B¯/D). On
notera : κ(B) := κ(B¯/D).
On suppose que g est une famille de varie´te´s canoniquement po-
larise´es, c’est-a`-dire satisfait les conditions pre´ce´dentes, et que, de plus, le
faisceau canonique relatif KV/B est ample sur toutes les fibres Vb, b ∈ B de g.
On note alors : V ar(g) le rang de l’application de Kodaira-Spencer
ksg(b) : TBb → H
1(Vb, TVb) au point ge´ne´rique de B. Donc V ar(g) = 0 si et
seulement si g est isotriviale (ie : ses fibres sont deux-a`-deux isomorphes).
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Notre conjecture 56 est la suivante :
Conjecture 12.27 Si B = (B¯/D)) est spe´ciale, la famille g est isotriviale.
Donc, V ar(g) ≤ dim(C(B¯/D)), la dimension du “coeur” de la base orbi-
folde ge´ome´trique logarithmique de la famille conside´re´e, dans le cas ge´ne´ral.
En effet, pour B arbitraire, la restriction de g au-dessus des fibres du
“coeur” cB : B¯ → C(B¯/D) de B serait isotriviale, et la “variation” de g se
factoriserait par C(B¯/D) (ie : au point ge´ne´rique b de B, l’application de
Kodaira-Spencer ksg(b) s’annule sur l’espace tangent a` la fibre de cB en b).
Cette conjecture ge´ne´ralise et renforce en les pre´cisant conside´rablement
les 3 conjectures ante´rieures A,B,C suivantes :
A. (Viehweg, voir [V-Z02]) : si V ar(g) = dim(B), alors B est de type
ge´ne´ral (ie : κ(B) := dim(B)). En effet, cette e´galite´ entrainerait alors :
dim(B) = V ar(g) ≤ dim(C(B¯/D) ≤ dim(B), or dim(B) = dim(C(B¯/D) si
et seulement si B est de type log-ge´ne´ral.
B. ([Ke-Kov06] Si κ(B) = 0, alors V ar(g) = 0 (c’est-a`-dire que g est
isotriviale). En effet, la condition κ(B) = 0 entraine que B est Log-spe´ciale.
C. ([Ke-Kov06] Si κ(B) = −∞, alors V ar(g) ≤ (dim(B) − 1). En effet,
si κ(B) = −∞, B n’est pas de type Log-ge´ne´ral. Et dim(C(B¯/D) ≤ (n− 1).
La de´composition conditionnelle du coeur montre que les deux cas cru-
ciaux dans lesquels la conjecture devrait eˆtre d’abord e´tablie sont les cas ou`
κ+(B) = −∞ (et aussi, en particulier, lorsque (B¯/D) est Fano), et lorsque
κ(B) = 0 (en particulier lorsque c1(B¯/D) = 0).
Cependant, la conjecture 12.27 traite aussi les nombreux cas dans lesquels
(B¯/D) “fibre” de manie`re ite´re´e (au sens orbifolde) avec des fibres de l’un des
deux types pre´ce´dents. Le premier cas non traite´ par les conjectures A,B,C ci-
dessus e´tant celui dans lequel dim(B) = 2 et soit κ(B) = −∞, soit κ(B) = 1.
Il est re´solu ci-dessous, a` titre d’exemple (a` une exception pre`s, si κ(B) = 1).
La conjecture 12.27 est de´montre´e lorsque dim(B) = 1 ( [Kov96], [Kov00],
ge´ne´ralisant le cas classique dans lequel les Vb sont des courbes de genre
g ≥ 2).
Lorsque dim(B) = 2, les conjectures A, B et C ci-dessus sont de´montre´es
dans [Ke-Kov06]57.
56On pourrait la formuler, plus ge´ne´ralement, lorsque les fibres Vb ont un fibre´ canonique
semi-ample, ou meˆme nef.
57Une de´monstration de la conjecture 12.27 lorsque dimB ≤ 3 vient d’eˆtre annonce´e
dans [J-K 09].
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Cependant, lorsque dim(B) = 2, il existe de nombreux cas (B spe´ciale
avec κ(B) = 1 ou −∞) dans lesquels la conjecture 12.27 renforce les conjec-
tures A,B,C (la conclusion e´tant alors : “g isotriviale”, et non : “V ar(g) ≤
1”).
The´ore`me 12.28 Soit g : V → B une famille de varie´te´s canoniquement
polarise´es (dans le sens ci-dessus). On suppose que dim(B) = 2, et que B est
spe´ciale. Alors g est isotriviale (sauf, peut-eˆtre, si κ(B) = 1 et si la fibration
de Moishezon-Iitaka de B est isotriviale).
De´monstration : Tout comme dans [Ke-Ko06], la de´monstration re´sulte
essentiellement du re´sultat suivant de [V-Z] :
The´ore`me 12.29 Soit g : V → B une famille de varie´te´s canoniquement
polarise´es. Il existe alors un entier N > 0 et un sous-fibre´ L de rang 1 de
SN1 (B) := SN,1(B¯/D) = Sym
N(Ω1
B¯
(log(D)) tel que κ(B¯, L) ≥ V ar(g).
Le the´ore`me 12.28 re´sulte alors du :
Lemme 12.30 Soit B = (B¯/D) une orbifolde ge´ome´trique lisse, projective
et logarithmique spe´ciale de dimension 2. Pour tout N > 0, et pour tout
sous-fibre´ L de rang 1 de SN1 (B), on a alors : κ(B¯, L) ≤ 0 (sauf, peut-eˆtre,
si κ(B) = 1 et si la fibration de Moishezon-Iitaka de B est isotriviale).
De´monstration : Nous traitons successivement les cas κ(B) = 0, κ(B) =
−∞, et κ(B) = 1. Les deux premiers cas e´tant de´ja` essentiellement connus.
Lorsque κ(B) = 0, le re´sultat est, en fait, e´tabli dans [Ke-Kov06]. Il nous
reste a` traiter les cas κ(B) = −∞ et κ(B) = 1.
Lorsque κ(B) = −∞, il re´sulte de [K-McK99] que B¯ est recouverte par
des courbes rationnelles rencontrant D en au plus un point (unibranche).
Si le point ge´ne´rique de B¯ est contenu dans 2 telles courbes distinctes (au
moins), alors (B¯/D) est spe´ciale, et g isotriviale (par [Kov00], par exemple).
Sinon, il existe (apre`s e´ventuelle modification) une fibration f : (B¯/D)→
C dont la fibre ge´ne´rique est l’une des courbes rationnelles pre´ce´dentes. Et
D = Dh+Dv est alors re´union de sa partie f -verticale Dh, qui est soit vide,
soit une section de f (puisque les courbes ∆-rationnelles de B¯ rencontrent
∆ en au plus un point unibranche), tandis que la partie f -verticale Dv est
effective, contenue dans une re´union finie de fibres de f . Soit Fc ∼= P
1 une
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fibre ge´ne´rique lisse de f . La restriction de Ω1
(B¯/D)
a` F = Fc, c ∈ C est une
extension deOF (−d) parOF = f
∗(T ∗C,c), avec d = 1 siD
h 6= 0, et d = 2 sinon.
Donc, pour tout N > 0, les sections de la restriction de SN1 (B) a` F forment
un espace vectoriel complexe de dimension 1 engendre´ par f ∗((T ∗C,c)
⊗N).
Les sections de SN1 (B) sont donc de la forme : f
∗(N.(KC + ∆C)), pour
∆C un diviseur effectif sur C. Par la proposition 4.6, et l’exemple 3.9, on a
l’inclusion : ∆C ≤ ∆(f,D).
Si SN1 (B) admet deux sections non nulles s, t telles que t = u.s, pour u
me´romorphe sur B¯, c’est donc que 1 = κ(C|∆C) ≤ κ(C|∆(f,D)) ≤ 1, et
(B¯/D) = B n’est donc pas spe´ciale.
Supposons donc de´sormais que κ(B) = 1. Soit f : (B¯/D) → C la fibra-
tion de Moishezon-Iitaka. Nous la supposons non isotriviale. Il suffit alors
de de´montrer, comme ci-dessus, que L ⊂ f ∗(N.KC) au-dessus du point
ge´ne´rique c de C : puisque l’application de Kodaira-Spencer ksf (c) n’est
pas nulle en c, les classes successives des extensions de´duites de la filtration
naturelle de quotients (TF ∗)⊗j ⊗ (f ∗(TCc))⊗(N−j) de SymN(Ω1B¯)|F comme
extension de TF ∗ par f ∗(TCc) sont donc aussi non-nulles. Les sections de
SymN(Ω1
B¯
)|F se re´duisent donc a` celles de (f ∗(TCc))⊗N = f ∗(K⊗NC,c ) 
Remarque 12.31 Il est inte´ressant de comprendre si la conclusion du
lemme 12.30 subsiste dans le cas ou` f : (B¯/D) → C n’est pas isotriviale.
Cette question est e´troitement lie´e a la la remarque 12.26.3 ci-dessus. Cepen-
dant, pour l’e´tude de la conjecture 12.27, l’approche de [J-K 09], qui pre´cise
le the´ore`me 12.29 en montrant que L “provient” de la “base” de la varia-
tion de g, est plus naturelle (elle fournit imme´diatemment 12.28 sans utiliser
[K-McK 99] lorsque κ(B) = −∞, par exemple).
12.9 Questions
On rappelle les questions suivantes :
12.9.1 Orbifoldes log-canoniques.
Voir 2.53 et 2.57
12.9.2 E´quivalence bime´romorphe des bases orbifoldes.
Voir 3.12. La question est cruciale pour les trois fibrations fondamentales
conside´re´es ici : Moishezon-Iitaka, quotient κ-rationnel et coeur.
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12.9.3 Courbes ∆-rationnelles.
Voir les questions et conjectures : 5.14, 5.19, 5.26, 5.46, 5.50, 5.55, 5.61,
5.79.
12.9.4 Additivite´ orbifolde.
Voir 6.1.
12.9.5 Finitude des fibrations de type ge´ne´ral.
Voir 8.3.
12.9.6 Hyperbolicite´ alge´brique
Voir question 5.80
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